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Luku 1
Johdanto
Tämän tutkielman tarkoituksena on esitellä tilauskannan ja toimeksiantojen ympärille ra-
kentuneita markkinoita. Nykyiset arvopaperimarkkinat voidaan jakaa karkeasti kahteen
päätyyppiin: tarjouksiin sekä toimeksiantoihin perustuvaan kaupankäyntiin. Ensiksi mai-
nitulla tarkoitan markkinoita joilla niin sanotut markkinatakaajat asettavat myynti- ja
ostotarjouksia joihin markkinoille saapuvien osanottajien on mahdollista tarttua. Kaup-
paa käydään siis vain markkinatakaajien kanssa. He takaavat arvopapereiden saatavuuden
markkinoilla mutta toisaalta vain heillä on mahdollisuus määritellä markkinahinnat.
Toimeksiantoihin pohjautuva kaupankäynti taas antaa jokaiselle markkinoiden osanot-
tajalle mahdollisuuden asettaa vastaavanlaisia tarjouksia, toimeksiantoja. Nämä ilmaise-
vat myynti- ja ostohalukkuuden lisäksi kappalemäärän eli sen kuinka monella kappaleella
arvopaperia osanottaja on halukas käymään kauppaa. Osanottajan on myös mahdollista
asettaa toimeksiantoonsa niin sanottu rajahinta, joka ilmaisee kuinka paljon ostohalukas
osanottaja on valmis maksamaan arvopaperista kappaleelta tai myyntitarkoituksessa liik-
kuvan osanottajan tapauksessa alhaisimman hinnan mihin hän on valmis suostumaan.
Asettaessaan toimeksiannon markkinoiden osanottaja siis ilmaisee myynti- tai ostohaluk-
kuuden, kappalemäärän sekä mahdollisesti rajahinnan.
Markkinoille on lisäksi voitu määritellä pienin mahdollinen hinnan muutos eli hin-
nanmuutosväli. Tämä tarkoittaa sitä, että toimeksiantojen rajahinnat eroavat jo tarjolla
olevista hinnoista vähintään hinnanmuutosvälin verran. Itse asiassa kaikki markkinoilla
olevat hinnat ovat täten hinnanmuutosvälin kerrannaisia. Oletetaan esimerkiksi, että hin-
nanmuutosväli ∆ = 0, 025AC ja että paras eli alin asetettu myyntihinta on 7, 550AC. Mikäli
markkinoille saapuva osanottaja haluaa asettaa paremman myyntitoimeksiannon eli hän
tarjoutuu myymään arvopaperia tätä halvemmalla, korkein mahdollinen myyntihinta joka
alittaa jo tarjotun on 7, 525AC. Hinnanmuutosvälin lisäksi markkinoille on voitu määritellä
myös vähimmäiskauppaerä, joka kertoo monenko kappaleen erissä arvopaperia on mahdol-
lista ostaa ja myydä. Yhteisesti hinnanmuutosväliä sekä vähimmäiskauppaerää kutsutaan
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tarkkuusparametreiksi.
Toimeksiannot toteutuvat vastapuolen toimeksiannoilla mikä tarkoittaa sitä, että ase-
tettua myyntitoimeksiantoa verrataan ostopuolen toimeksiantoihin ja ostotoimeksiantoa
taas asetettuihin myyntitoimeksiantoihin. Mikäli ehdot täyttävä vastatoimeksianto löytyy,
kauppa solmitaan välittömästi ja kappalemääränsä täyttäneet toimeksiannot poistetaan
markkinoilta. Mikäli toimeksianto ei toteudu lainkaan tai se toteutuu vain osittain, eli mi-
käli toimeksiannon kappalemäärästä vain osalla käydään kauppaa, toimeksianto kirjataan
tilauskantaan jossa se säilyy kunnes sopiva vastatoimeksianto ilmaantuu markkinoille tai
se perutaan. Tyypillisesti toimeksiannon voi perua sen asettaja mutta markkinoille on
voitu myös määritellä toimeksiantojen enimmäisvoimassaoloaika.
Tilauskanta sisältää kaikki voimassa olevat toimeksiannot ja johon tulevia toimeksian-
toja verrataan. Sisältämiensä toimeksiantojen kautta tilauskanta kertoo myös sen hetken
parhaimman myynti- ja ostohinnan sekä näiden erotuksen eli spreadin. Mitä suurempi
spread on, sitä kauempana myynti- ja ostohinnat ovat toisistaan. Toimeksiantojen kasaan-
tumista eri rajahinnoille voidaan tarkastella tilauskannan syvyyden kautta, joka ilmaisee
millaisia kappalemääriä eri hinnoille on asetettu.
Tilauskannasta toimeksiantoja toteutetaan ensisijaisesti hintajärjestyksessä, mikä mer-
kitsee sitä, että parhaimman myynti- ja ostohinnan omaavat toimeksiannot toteutetaan
ensiksi ja niiden jälkeen siirrytään seuraavaksi parhaimman hinnan omaavaan toimek-
siantoon. Toissijaisesti toimeksiantoja suoritetaan niiden saapumisjärjestyksessä eli mi-
käli kahdella toimeksiannolla on sama rajahinta mutta toinen näistä on varhaisempi, to-
teutetaan ensin asetettu toimeksianto ennen tuoreempaa. Näiden lisäksi markkinoilla voi
olla myös markkinakohtaisia toteutusjärjestyksiä mutta ne ovat aina alisteisia hinta- ja
aikajärjestykselle.
Toimeksiantoa jossa rajahintaa ei ole määritelty kutsutaan markkinatoimeksiannok-
si. Tällaisen toimeksiannon asettava osanottaja suostuu parhaisiin markkinoilla tarjolla
oleviin hintoihin ja näin ollen toimii kuten osanottajat markkinatakaajien pyörittämillä
markkinoilla. Markkinatoimeksianto varmistaa kaupankäynnin toteutumisen välittömästi
(olettaen tietenkin, että markkinoilla on olemassa tarjontaa) mutta sen asettava osanot-
taja menettää samalla mahdollisuuden vaikuttaa kauppahintaan.
Rajahinnan ilmaisevaa toimeksiantoa kutsutaan taas rajatoimeksiannoksi. Asettaes-
saan rajatoimeksiannon osanottajalla avautuu mahdollisuus parempaan kauppahintaan
mutta toisaalta itse kaupan syntyminen tulee alttiiksi epävarmuudelle. Voihan nimittäin
olla, että osanottaja on määritellyt rajahinnan huonosti ja siten toimeksianto ei houkut-
tele muita markkinoiden osanottajia tarttumaan siihen. Lisäksi markkinatoimeksiannosta
poiketen, rajatoimeksiannon asettajan on varauduttava odottamaan toimeksiantonsa to-
teutumista. Jatkossa tarkastelumme keskiössä onkin juuri se kuinka kärsimättömiä mark-
kinoiden osanottajat ovat toimeksiantojen toteutumisen suhteen.
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Esimerkki 1.1. Valaisemme asiaa yksinkertaisella esimerkillä. Olkoon hinnanmuutosväli
0, 025AC sekä vähimmäiskauppaerä 1. Ajatellaan, että tilauskannan ostopuoli sisältää kol-
me toimeksiantoa rajahinnalle 7, 400AC kappalemäärillä 5, 1 ja 2 eli rajahinnan 7.400AC
syvyys on 5 + 1 + 2 = 8. Kappalemäärät on ilmoitettu aikajärjestyksessä joten esimer-
kiksi toimeksianto 5 kappaleelle arvopaperia on asetettu ennen muita. Tämän ja muiden
hintojen toimeksiannot sekä syvyydet voidaan koota seuraavaan taulukkoon joka kuvaa
tilauskantaa:
Rajahinta Kappalemäärät Syvyys
Ostotoimeksiannot 7,400AC 5,1,2 87,425AC 2,3 5
7,450AC 2 2
Myyntitoimeksiannot
7,525AC 1,3 4
7,550AC 2,1 2
7,525AC 3,1,2 6
Parhaimman myynti- ja ostohinnan erotus eli spread on siis 0, 750AC. Mikäli ymmär-
rämme ostamisen negatiivisena myymisenä, voimme koota tilauskannan tämänhetkisen
tilan seuraavanlaiseen kuvioon:
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Seuraavaksi markkinoille saapuu osanottaja joka asettaa ostomarkkinatoimeksiannon
kappalemäärällä 5. Tarjolla on 4 kappaletta arvopaperia hintaan 7, 525AC ja viimeisen kap-
paleen hinnaksi tulee toiseksi alhaisin myyntihinta eli 7, 550AC. Koska rajahinnan 7, 525AC
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sisältäneet toimeksi annot toteutuvat kokonaan, poistetaan nämä toimeksiannot tilaus-
kannasta. Varhaisin rajahinnan 7, 550AC omaava toimeksianto toteutuu vain osittain joten
se jää yhä aktiiviseksi tilauskantaan. Samalla spread kasvaa kokoon 0, 100AC. Muuttunut
tilauskanta näyttää tältä:
Rajahinta Kappalemäärät Syvyys
Ostotoimeksiannot 7,400AC 5,1,2 87,425AC 2,3 5
7,450AC 2 2
Myyntitoimeksiannot
7,550AC 1,1 2
7,525AC 3,1,2 6
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Tämän jälkeen markkinoille saapuu myyjä joka asettaa toimeksiannon myydä 5 kap-
paletta arvopaperia rajahintaan 7, 500AC. Tämän myötä spread on enää 0, 500AC.
Rajahinta Kappalemäärät Syvyys
Ostotoimeksiannot 7,400AC 5,1,2 87,425AC 2,3 5
7,450AC 2 2
Myyntitoimeksiannot
7,500AC 5 5
7,550AC 1,1 2
7,525AC 3,1,2 6
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Tämän lyhyen johdannon jälkeen siirrymme tutkielman toiseen kappaleeseen, jossa
käymme läpi muutamia keskeisimpiä matemaattisia käsitteitä joihin tulemme törmää-
mään jatkossa. Tutkielman kolmannessa kappaleessa tutkimme toimeksiantoihin perustu-
via markkinoita Thierry Foucaultin, Ohad Kadanin ja Eugene Kandelin luoman mallin
pohjalta. Esittelemme yksinkertaistetun markkinamallin, jonka avulla pääsemme tarkkai-
lemaan kuinka markkinoiden eri osaset vaikuttavat kaupankäyntiin. Lisäksi koska valtaosa
aihetta käsittelevästä kirjallisuudesta on englannin kielistä, olen katsonut aiheelliseksi lisä-
tä tutkielman liitteeksi sanastoa käsittelevän osion. Sanaston ohella liitteistä löytyy myös
lyhyt ohjelmalistaus, jonka avulla on mahdollista mallintaa markkinoita käyttäen hyväksi
kolmannessa kappaleessa saatuja tuloksia.
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Luku 2
Esitietoja
2.0.1 Peliteoriasta
Jatkossa tulemme tarkastelemaan markkinoita peliteoreettisesta näkökulmasta joten on
syytä kerrata muutamia keskeisiä käsitteitä. Yleisesti peliteorian kiinnostuksen kohteena
ovat valintojen edessä olevat toimijat eli pelaajat sekä heidän toimintatapansa näiden eri
vaihtoehtojen suhteen. Miten toimijat tekevät valintansa kun päätöksentekoon vaikuttaa
sekä pelaajakohtaiset mieltymykset että toisten pelaajien valinnat?
Valinnat ja toimijoiden mieltymykset muodostavat tarkastelun ytimen. Valintojen
joukko A sisältää kaikki mahdolliset valinnat joita toimijoiden on mahdollista toteut-
taa. Valintahetkellä pelaajan eteen avautuu tämän valintojen joukon A:n jokin alijoukko
josta pelaaja valitsee yhden vaihtoehdon mieltymyksensä mukaan. Mallissamme A tulee
olemaan erilaisten toimeksiantojen muodostama joukko.
Jotta voisimme kuvata toimijoiden mieltymyksiä, meidän on voitava selittää miten
pelaaja tekee valintansa ja miksi hän esimerkiksi valitsee vaihtoehdon a b:n sijaan. Mit-
taammekin eri valintoja niin sanotulla utiliteettifunktiolla u, joka antaa jokaiselle vaih-
toehdolle numeerisen arvon siten, että miellyttävämmät tai hyödyllisemmät vaihtoehdot
saavat suuremman numeerisen arvon. Toisin sanoen jokaiselle valinnalle a, b ∈ A pätee
u(a) > u(b) jos ja vain jos vaihtoehto a miellyttää toimijaa enemmän kuin vaihtoehto b. Ei
ole lainkaan pois suljettua, että utiliteettifunktio antaisi useammalle vaihtoehdolle yhtä
suuren arvon jolloin ratkaisun löytäminen vaatii jonkinlaisen lisäoletuksen. Seuraavassa
luvussa utiliteettifunktion virkaa tulee toimittamaan toimeksiantojen odotusarvoinen eli
keskimääräinen tuotto.
Mahdollisten vaihtoehtojen joukosta A ja utiliteettifunktioista pääsemme rationaali-
sen valinnan teoriaan, jonka mukaan toimijat toimivat siten, että he valitsevat tarjolla
olevista vaihtoehdoista sen joka on vähintään yhtä miellyttävä, utiliteettifunktiolla mi-
tattuna, kuin mikä tahansa joukon A alkio. Toisin sanoen toimijat yrittävät maksimoida
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utiliteettifunktionsa valintojen joukossa A.
Merkitsemme jatkossa yksittäisen pelaajan i toimintastrategiaa oi:llä ja kaikkien pelaa-
jien toimintastrategioiden muodostamaa kokonaisuutta o:lla. Mikäli pelissä ei olisi muita
pelaajia tai pelaajat olisi eristetty siten, että heidän toimintansa ei vaikuttaisi pelin koko-
naisuuteen, riittäisivät pelaajien mieltymykset yksinään valitsemaan parhaan mahdolli-
sen toimintastrategian o. Yleensä tilanne ei kuitenkaan ole näin yksinkertainen vaan myös
muiden pelaajien valinnat vaikuttavat pelin kulkuun ja täten siihen mikä mahdollisista
vaihtoehdoista olisi paras. Kun jokainen pelaaja yrittää maksimoida hyötynsä, millaisiksi
pelaajien strategiat muodostuvat?
Määritelmä 2.1. Toimintastrategia o∗ on Nashin tasapainossa mikäli yksikään pelaaja
i ei voi valita aidosti parempaa toimintastrategiaa kuin o∗i olettaen, että kaikki toiset
pelaajat j noudattavat toimintastrategiaa o∗j .
Siirrymme sitten monivaiheisiin peleihin joissa toimijat joutuvat valintojen eteen useam-
pana ajanhetkenä. Markkinamallissamme ei tule olemaan erillistä päättymishetkeä joten
keskitymme tässäkin päätymättömiin peleihin. Pelaajat tekevät nyt valintansa yhtä ai-
kaa jokaisessa vaiheessa k ∈ {0, 1, 2, . . . } tietäen aina edellisten vaiheitten historian hk.
Keskitymme tarkastelemaan niin sanottuja "täydellisen informaation"tapauksia, jolla tar-
koitamme monivaiheisia pelejä, joissa jokaisella hetkellä k vain yksi pelaajista tekee valin-
tansa. Voimme ajatella, että tällä hetkellä muiden pelaajien valinnat rajoittuvat valintaan
"olla tekemättä mitään". Täydellinen informaation viittaa siihen, että koska valintavuo-
rossa oleva pelaaja tietää menneen historian, hän on tavallaan "täydellisesti informoi-
tu"tietäen mitä valintoja vastapelaajat ovat menneisyydessä tehneet. Jatkossa esiintyvä
termi täydellinen viittaa juuri täydellisen informaation peleihin.
Huomioitavaa on, että nyt myös historia hk, joka siis sisältää pelissä tehdyt valinnat
vaiheeseen k saakka, vaikuttaa pelaajien toimintastrategioihin. Jotkin valinnoista saatta-
vat osoittautua mahdottomiksi kun taas toiset vaihtoehdot voivat muuttua hyödyllisem-
miksi tietynlaisen historian tapahduttua. Merkitsemme oi|hk kun tarkoitamme pelaajan
i toimintastrategian oi rajoittumaa historialle hk. Lisäksi voimme tarkastella peliä vai-
heesta k eteenpäin omana alipelinään historianaan hk. Esimerkiksi koko peli itse on oma
alipelinsä tyhjällä historialla varustettuna vaikkakaan ei aito alipeli. Tästä pääsemme laa-
jentamaan tasapainon käsitettä monivaiheisessa pelissä.
Määritelmä 2.2. Toimintastrategia o∗ on alipelitäydellisessä tasapainossa mikäli yhdes-
säkään pelin alipelissä yksikään pelaaja i ei voi valita aidosti parempaa toimintastrategiaa
kuin o∗i olettaen, että kaikki toiset pelaajat j noudattavat toimintastrategiaa o∗j . Huomioi-
tavaa on, että nyt siis toimintastrategian täytyy optimaalinen kaikilla historioilla.
Erikoistapauksena tästä saamme tilanteen, jossa kaikki pelaajille merkityksellinen tie-
to tapahtumahistoriasta kussakin pelin vaiheessa löytyy pelin sen hetkisestä tilasta. Tu-
lemme jatkossa huomaan, että mallimme kohdalla asia on juuri näin. Historia vaikuttaa
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toimintastrategioihin siis vain nykyhetken kautta ja sanomme, että strategioilla on niin sa-
nottu Markov-ominaisuus. Tarkastelemme tätä "muistinmenetys-ominaisuutta pian Mar-
kovin ketjujen yhteydessä. Laajennamme tasapainon käsitettä siten, että Markov ominai-
suuden omaava toimintastrategia o∗ on Markov täydellisessä tasapainossa, mikäli se on
alipelitäydellisessä tasapainossa.
2.0.2 Markovin ketjuista
Ennen siirtymistä markkinamalliimme, tutustumme vielä Markovin ketjuihin liittyviin
termeihin ja todistamme muutaman oleellisen tuloksen joita tulemme tarvitsemaan jat-
kossa.
Määritelmä 2.3. SatunnaismuuttujajonoXn ∈ S, n = 0, 1, 2, . . . , eli stokastinen prosessi
tilajoukkonaan numeroituva S, on Markovin ketju, jos kaikilla ajan hetkillä n,m ja tiloilla
i, j ∈ S on voimassa
P(Xn+1 = j|X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = i) = P(Xn+1 = j|Xn = i).
Toisin sanoen prosessin siirtymähistoria vaikuttaa seuraavaan tilaan vain nykyisen tilan
kautta. Usein tätä kutsutaan unohdusominaisuudeksi tai Markov-ominaisuudeksi.
Lisäksi siirtymätodennäköisyydet ovat ajanhetkestä riippumattomia eli
pij = P(Xn+1 = j|Xn = i) = P (Xm+1 = j|Xn = i).
Markovin ketjun siirtymätodennäköisyydet voidaan kirjata erityiseen siirtymämatrii-
siin siten, että todennäköisyys siirtyä tilasta i tilaan j sijaitsee matriisi alkiossa (i, j).
Siten jokainen siirtymämatriisin alkio on ei-negatiivinen ja sen rivit summautuvat ykkö-
seksi. Jatkossa merkitsemme pnij kun tarkoitamme todennäköisyyttä tapahtumalle, jossa
lähdemme tilasta i ja n:n siirtymän jälkeen päädymme tilaan j. Malliamme silmällä pi-
täen, tärkeitä käsitteitä tulevat olemaan pelkistymättömyys, aperiodisuus sekä positiivi-
sesti palautuva tila.
Määritelmä 2.4. Markovin ketju, tilajoukkonaan S, on pelkistymätön mikäli kaikki sen
tilat kommunikoivat eli kaikilla tiloilla i, j ∈ S joko i = j tai on olemassa n jam kappaletta
siirtymiä tilasta toiseen siten, että siirtymätodennäköisyydet pnij > 0 ja pmji > 0.
Pelkistymättömyys tarkoittaa siis itse asiassa sitä, että jokaisesta tilasta on mahdol-
lista päästä mihin tahansa toiseen tilaan kunhan riittävä määrä siirtymiä on tapahtunut.
Määritelmä 2.5. Markovin ketjun, tilajoukkonaan S, tilaa i ∈ S sanotaan aperiodiseksi
mikäli on olemassa N ∈ N siten, että:
pnii > 0 kaikille n ≥ N.
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Toisin sanoen tilan i aperiodisuus tarkoittaa siis, että ketju voi palata tilaan i epä-
säännöllisin väliajoin olettaen, että riittävä määrä siirtymiä on tapahtunut. Erityisesti
jos edellisessä määritelmässä mainittu N = 1, niin ketju voi pysyä aperiodisessa tilassa
mielivaltaisen pitkiä aikoja.
Lemma 2.6. Mikäli pelkistymättömässä Markovin ketjussa on aperiodinen tila k, niin
silloin kaikille tiloille i, j ∈ S on olemassa M ∈ N siten, että pätee pnij > 0 kaikilla n ≥M .
Erityisesti kaikki ketjun tilat ovat aperiodisia ja sanomme, että ketju on aperiodinen.
Todistus. Koska ketju oli pelkistymätön, on olemassa r, s ∈ N siten, että prik > 0 ja
pskj > 0. Koska lisäksi pnkk > 0 kaikille n ≤ N niin saamme:
pr+n+sij ≥ prikpnkkpskj > 0,
mikäli n ≤ N . Voimme nyt siis valita M = N + r + s. Lisäksi mielivaltaisen tilan i
aperiodisuuden näyttämiseksi voimme valita j = i.
Seuraavaksi määrittelemme mitä tarkoitamme positiivisesti palautuvalla tilalla ja näy-
tämme, että äärellisessä ja pelkistymättömässä Markovin ketjussa jokainen tila on posi-
tiivisesti palautuva. Merkitsemme Markovin ketjun tilaa hetkellä n muuttujalla Xn ja
tilan k ∈ S ensimmäistä osumishetkeä muuttujalla τk = min{n ≥ 1 : Xn = k}. Lisäksi
kun kirjoitamme Pk ja Ek, tarkoitamme todennäköisyyttä ja odotusarvoa ehdolla, että
lähdemme liikkeelle tilasta k.
Määritelmä 2.7. Markovin ketjun tila i ∈ S on positiivisesti palautuva, mikäli ehdollinen
odotusarvo Ek(τk) =
∑∞
n=1 nPk(τk = n) <∞.
Toisin sanoen lähtiessään positiivisesti palautuvasta tilasta, ketju palaa samaan tilaan
kunhan äärellinen määrä siirtymiä tilasta toiseen on tapahtunut.
Lemma 2.8. Äärellisellä ja pelkistymättömällä Markovin ketjulla jokainen tila on posi-
tiivisesti palautuva. Sanomme, että tällöin Markovin ketju on positiivisesti palautuva.
Todistus. Olkoon tilat i, j ∈ S mielivaltaisia. Koska ketju on pelkistymätön ja siis kaikki
sen tilat kommunikoivat, niin kutakin paria i, j ∈ S kohti on löydettävissä ajanhetki
n = n(i, j) ∈ N siten, että pn(i,j)ij > 0.
Oletimme, että ketju on äärellinen ja voimme merkitä sen tilajoukon S kokoa muut-
tujalla d := #S. Ketjun tiloista on täten mahdollista muodostaa d2 erilaista paria (i, j).
Koska vaihtoehtoja on rajallinen määrä, voimme valita näistä ajanhetkistä suurimman
N := max
i,j∈S
n(i, j) <∞
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ja siirtymätodennäköisyyksistä pn(i,j)ij pienimmän
φ := min
i,j∈S
p
n(i,j)
ij > 0.
Jos lähdemme tilasta i, niin koska {Xn(i,j) = j} ⊂ {Xn = j jollakin n ≤ N} pätee, että
Pi(τj < N) = Pi(Xn = j jollakin n ≤ N) ≥ Pi(Xn(i,j) = j) = pn(i,j)ij ≥ φ.
Tilat i ja j olivat yllä mielivaltaisia joten
φ ≥ Pi(τj ≤ N) kaikilla i, j ∈ S.
Tästä saamme komplementtitapahtuman todennäköisyyden perusteella arvion
Pi(τj > N) = 1−Pi(τj ≤ N) < 1− φ < 1 kaikilla i, j ∈ S.
Markov ketju ei muistanut historiaansa vaan siirtymiin vaikuttavat vain siirtymätoden-
näköisyydet. Siispä jos olemme edenneet tilasta i jo N :n siirtymän verran emmekä ole
kohdanneet vielä kertaakaan tilaa j, jotta saisimme selville millä todennäköisyydellä em-
me kohtaa j:tä vielä seuraavankaan N :n siirtymän aikana, meidän täytyy tarkastella vain
uutta N :n pituista ajanjaksoa. Toisin sanoen Pi(τj > 2N |τj > N) = Pi(τj > N) ja tämän
perusteella
Pi(τj > 2N) = Pi(τj > N)P(τj > 2N |τj > N) = (Pi(τj > N))2.
Vastaavasti jos haluamme selvittää millä todennäköisyydellä emme kohtaa j:tä kN :n siir-
tymän jälkeen, k ∈ N, voimme laskea
Pi(τj > kN) = Pi(τj > N)Pi(τj > kN |τj > N)
= Pi(τj > N)Pi(τj > (k − 1)N)
= . . . = (Pi(τj > N))
k.
Tämän perusteella saamme arvion
(2.9) Pi(τj > kN) < (1− φ)k∀i, j ∈ S.
Oletetaan sitten, että j ∈ S on ketjun mielivaltainen tila josta lähdemme liikkeelle. Tar-
kastellaan odotusarvoa ajanhetkelle jolla palaamme tilaan j. Voimme jakaa ajan N :n
pituisiin jaksoihin [0, N ], (N, 2N ], . . . ja kirjoittaa
Ej(τj) =
∞∑
n=1
Pj(τj ≥ n) =
∞∑
l=0
N∑
k=1
Pj(τj ≥ lN + k).
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Todennäköisyyksille pätee Pj(τj ≥ lN + k) ≤ Pj(τj > lN), k = 1, . . . , N . Tästä ja
yhtälöstä (2.9) saamme yllä olevasta odotusarvosta arvion
Ej(τj) ≤ N
∞∑
l=0
Pj(τj > N) ≤ N
∞∑
l=0
(1− φ)l = N
φ
<∞,
jossa viimeinen yhtäsuuruus seuraa geometrisen sarjan suppenevuudesta.
Seuraavaksi todistamme lauseen, jota tarvitsemme kun siirrymme tarkastelemaan Mar-
kovin ketjun tasapainojakaumaa.
Lemma 2.10. Positiivisesti palautuvalle, pelkistymättömälle ja aperiodiselle Markovin
ketjulla pätee
lim
n→∞
pnij = lim
n→∞
pnjj.
Todistus. 1. askel : Todistamme ensin hieman yleisemmän tuloksen. Olkoon yn =
∑n
k=0 an−kxk.
Lisäksi oletamme, että
am ≥ 0,
∞∑
m=0
am = 1, lim
k→∞
xk = c.
Näytämme, että näistä seuraa limn→∞ yn = c.
Tarkastellaan ensin erotusta yn − c. Koska
∑
am = 1, voimme kirjoittaa
yn − c =
n∑
k=0
an−kxk − c
∞∑
m=0
am =
n∑
k=0
an−kxk − c(
n∑
m=0
am +
∞∑
m=n+1
am)
=
n∑
k=0
an−k(xk − c)− c
∞∑
m=n+1
am.
Koska xk:t suppenivat kohti c:tä, voimme valita jokaiselle :ille luvun K() siten, että
|xk − c| < 3 aina kun k ≥ K(). Nyt voimme jatkaa yllä olevan erotuksen tarkastelua ja
kirjoittaa
yn − c =
K()∑
k=0
an−k(xk − c) +
n∑
k=K()+1
an−k(xk − c)− c
∞∑
m=n+1
am.
Kun nyt merkitsemme M = maxk≥0 |xk − c|, saamme
|yn − c| ≤M
K()∑
k=0
an−k +

3
n∑
k=K()+1
an−k + |c|
∞∑
m=n+1
am
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ja valitsemalla vielä luvun N() siten, että
|c|
∞∑
m=n+1
am <

3
ja
K()∑
k=0
an−k =
n∑
m=n−K()
am <

3M
kaikilla n ≥ N(),
saamme lopulta
|yn − c| ≤ 
3
+

3
+

3
=  kaikilla n ≥ N().
2. askel : Oletetaan, että ketju lähtee liikkeelle tilasta i. Merkitsemme todennäköisyyttä
tapahtumalle, että tilan j ensimmäinen osumishetki on n fnij = Pi(τj = n). Määrittelemme
f 0ij = 0 ja lisäksi voimme huomata, että f 1ij = pij.
Tarkastelemme tapauksia, joissa lähdemme tilasta i, päädymme n:n siirtymän jäl-
keen tilaan j ja tilan j ensimmäinen kohtaaminen tapahtuu kun siirtymiä on tapahtu-
nut k = 1, . . . , n ja merkitsemme näitä toisensa poissulkevia tapahtumia Ek = {X0 =
1, . . . , Xk = j}. Todennäköisyys sille, että ketju siirtyy k:n siirtymän jälkeen ensimmäisen
kerran tilaan j on, kuten edellä määrittelimme, fkij. Tämän jälkeen ketju tekee vielä n−k
siirtymää, päätyen lopulta tilaan j. Tämän ja Markov-ominaisuuden perusteella saamme
todennäköisyydet tapahtumille Ek
P(Ek) = Pi(τj = k)P(Xn = j|Xk = j) = fkijpn−kjj 1 ≤ k ≤ n.
Nyt voimme kirjoittaa
pnij = Pi(Xn = j) =
n∑
k=1
P(Ek) =
n∑
k=1
fkijp
n−k
jj =
n∑
k=0
fkijp
n−k
jj ,
jossa viimeinen yhtäsuuruus seuraa siitä, että määrittelimme f 0ij = 0. Viitaten todistuksen
ensimmäiseen osaan, voimme nyt valita
yn = p
n
ij, an = f
n
ij, xn = p
n
jj
todistaen näin väitteemme.
Määritelmä 2.11. Todennäköisyysjakauma pi on Markovin ketjun tasapainojakauma mi-
käli pätee
pij =
∑
i∈S
piipij
jokaiselle ketjun tilalle j ∈ S. Jos ymmärrämme jakauman pi vaakavektoriksi, niin voimme
kirjoittaa saman muodossa
pi = piP.
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Tasapainojakauma kertoo meille miten Markovin ketju käyttäytyy keskimäärin pitkil-
lä aikaväleillä. Mitkä tilat toistuvat usein ja mitkä taas harvoin. Kenties joihin tiloihin ei
päädytä koskaan. Tasapainojakauman olemassa olo on tärkeässä roolissa kun siirrymme
tarkastelemaan markkinamalliamme seuraavassa kappaleessa joten seuraavaksi todistam-
me, että kun Markovin ketju täyttää riittävät ehdot, sille on olemassa yksikäsitteinen
tasapainojakauma.
Lause 2.12. Positiivisesti palautuvalla, pelkistymättömällä ja aperiodisella Markovin ket-
julla on olemassa yksikäsitteinen tasapainojakauma pi siten, että
lim
n→∞
pnjj = pij.
Todistus. Jokaisella n ja M pätee, että 1 =
∑∞
j=0 p
n
ij ≥
∑M
j=0 p
n
ij, joten antamalla n:n
kasvaa rajatta, saamme lemman 2.10 perusteella 1 ≥∑Mj=0 pij. KoskaM oli mielivaltainen,
pätee 1 ≥∑∞j=0 pij ja kyseinen summa suppenee.
Koska siirtymätodennäköisyyksille pätee, että p(n+1)ij =
∑∞
k=0 p
n
ikpkj ≥
∑M
k=0 p
n
ikpkj,
niin antamalla taas n:n kasvaa rajatta, saamme pij ≥
∑M
k=0 pikpkj. Nyt kun annamme
myös M :n kasvaa rajatta, päädymme epäyhtälöön
(2.13) pij ≥
∞∑
k=0
pikpkj.
Kertomalla yllä olevan epäyhtälön molemmat puolet pij:llä saamme
pijpij ≥
∞∑
k=0
pikpkjpij
ja summaamalla yli j:n, vasen puoli tulee yhtälön (2.13) mukaan muotoon
∞∑
j=0
pijpij ≤ pii
ja oikeasta puolesta
∞∑
j=0
∞∑
k=0
pikpkjpji =
∞∑
k=0
pikp
2
ki.
Yhdistämällä nämä saamme
pii ≥
∞∑
k=0
pikp
2
ki
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Voimme jatkaa vastaavasti ja päätyä tulokseen, että yleisesti pätee pii ≥
∑∞
k=0 pikp
n
ki kai-
killa n ∈ N. Oletetaan, että tämä epäyhtälö on aito joillain j. Voimme summata nämä
pij:t yhteen jolloin saamme
∞∑
j=0
pij >
∞∑
j=0
∞∑
k=0
pikp
n
kj =
∞∑
k=0
pik
∞∑
j=0
pnkj =
∞∑
k=0
pik.
Päädymme siis ristiriitaan ja täten jokaisella i täytyy päteä pii =
∑∞
k=0 pikp
n
ki.
Ottamalla nyt raja-arvon kun n kasvaa rajatta, saamme
pii = lim
n→∞
∞∑
k=0
pikp
n
ki.
Koska
∑
pik suppenee ja pnkj on tasaisesti rajoitettu, voimme tasaisen suppenemisen nojalla
vaihtaa raja-arvon ja summan paikkaa saaden
pii =
∞∑
k=0
pik lim
n→∞
pnki = pij
∞∑
k=0
pik kaikilla j.
Lisäksi oletimme, että jokainen ketjun tila on positiivisesti palautuva joten pij > 0 kaikilla
j ja yllä olevasta yhtälöstä saamme tämän nojalla
∑∞
k=0 pik = 1. Jakauma pi siis täyttää
tasapainojakauman määritelmän ja näin ollen ketjulle on olemassa tasapainojakauma.
Oletetaan sitten, että pi on jokin toinen ketjun tasapainojakauma. Tällöin kuten edellä
pik =
∞∑
j=0
pijpjk =
∞∑
j=0
pijp
n
jk
ja jos annamme n:n kasvaa rajatta saamme
pik =
∞∑
j=0
pij lim
n→∞
pnjk = pik
∞∑
j=0
pij = pik.
Ketjun tasapainojakauma on siis yksikäsitteinen.
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Luku 3
Malli
Mallinamme toimii jatkuva-aikaiset markkinat, joilla kauppaa käydään yhdestä tuotteesta
esimerkiksi arvopaperista. Teemme muutamia yksinkertaistuksia jotta voisimme muodos-
taa markkinoista matemaattisen mallin ja pääsisimme tarkastelemaan miten sen eri osa-
set vaikuttavat kaupankäyntiin. Emme oleta markkinoille erityistä päättymishetkeä vaan
kauppaa käydään jatkuvasti hamaan tulevaisuuteen asti. Oletamme lisäksi, että mark-
kinahinnat elävät välillä [B,A] esimerkiksi siten, että markkinoiden ulkopuolella on ole-
massa toimijoita, jotka ovat aina valmiita myymään hinnalla A ja ostamaan hinnalla B
(A > B > 0) kuinka suuria määriä tahansa kyseistä arvopaperia. Tätä voidaan perustella
esimerkiksi sillä, että arvopaperin keskimääräinen arvo on (A+B)/2 ja väli A:stä B:hen
kuvaa eri toimijoiden näkemyksiä arvopaperin arvosta.
Myynti- ja ostorajatoimeksiannot kirjataan tilauskantaan ja merkitsemme kannan pa-
rasta voimassa olevaa eli alhaisinta myyntihintaa a:lla ja korkeinta ostohintaa b:llä. Näi-
den erotusta kutsumme tilauskannan spreadiksi s = a − b ja suurin mahdollinen spreadi
markkinoilla on A:n ja B:n erotus eli K = A− B ≥ s. Markkinoille on lisäksi määritelty
hinnanmuutosväli ∆ > 0. Markkinahinnat ovat siis tämän kerrannaisia ja esimerkiksi jos
mainitsemme hinnan a, tarkoitammekin itse asiassa hintaa a∆. Rajatoimeksiantojen täy-
tyy lisäksi supistaa spreadia joten mikäli osanottaja päättää asettaa rajatoimeksiannon,
täytyy hänen toimeksiantonsa pienentää tilauskannan spreadia vähintään ∆:n verran. Sa-
moin mikäli tilauskannan spread on yksi, jää osanottajien ainoaksi vaihtoehdoksi asettaa
markkinatoimeksianto. Oletamme lisäksi, että kauppaa käydään vain yhdelle kappaleel-
le arvopaperia kerrallaan joten vähimmäiskauppaerä sekä niin sanottu maksimikauppaerä
ovat molemmat yksi.
Tilauskannasta rajatoimeksiantoja toteutetaan hintajärjestyksessä joka siis tarkoittaa
yksinkertaisesti sitä, että alhaisimman myynti- ja korkeimman ostohinnan omaavat toi-
meksiannot toteutetaan ensin. Lisäksi koska oletimme, että kauppaan käydään vain yh-
delle kappaleella arvopaperia kerrallaan, mallimme ei sisällä mahdollisuutta, että useampi
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eri toimeksianto olisi kirjattuna tilauskantaan samalla hinnalla. Siksipä toimeksiantojen
aikajärjestyksellä ei ole mallissamme merkitystä. Emme myöskään pääse tarkastelemaan
tilauskannan syvyyttä eli miten toimeksiannot ovat kasaantuneet eri hinnoille.
Markkinoille saapuu osanottajia yksi kerrallaan Poisson-jakautuneesti parametrina
λ > 0. Myyjät ja ostajat vuorottelevat siten, että joka toinen osanottaja on myyjä ja
joka toinen taas ostaja. Todennäköisyydellä 0, 5 ensimmäinen markkinoille saapuva osa-
nottaja on myymässä arvopaperia. Jotta myyjät myisivät ja ostaja ostaisivat, täytyy os-
tajien arvottaa arvopaperia enemmän kuin myyjien ja merkitsemme näitä arvonantoja
Vmyyjä < Vostaja. Lisäksi jotta markkinoilla syntyisi kaupankäyntiä hintojen eläessä vä-
lillä [B,A] , täytyy myyjien arvonannon alittaa kaikki mahdolliset kauppahinnat joten
oletamme, että Vmyyjä < B∆. Vastaavasti oletamme, että Vostaja > A∆.
Osanottajat jakautuvat myyjien ja ostajien lisäksi myös kärsimättömiin, tyypin I (im-
patient, kärsimätön) osanottajiin, ja kärsivällisiin, tyyppiä P (patient, kärsivällinen) oleviin
osanottajiin. Se miten nopeasti osanottajat haluavat kaupan toteutuvan ja toisaalta sie-
tävät odottamista erottaa edellä mainittuja ryhmiä. Mallissamme aika voidaan ymmärtää
osanottajien resurssiksi ja jonka käyttö synnyttä tappiota. Mittaamme heidän kärsimät-
tömyyttään niin sanotulla odotushinnalle δi, i ∈ {I, P}. Jotta jako kärsimättömiin ja
kärsivällisiin olisi luonnollinen, pätee odotushinnoille δI ≥ δP ≥ 0. Tyypin P osanottajien
osuus kaikista markkinoille tulevista osanottajista on 1 > θP > 0 ja tyypin I osanot-
tajien osuus vastaavasti θI = 1 − θP . Näiden ryhmien suhdetta kuvaamme muuttujalle
ρ = θP
θI
. Tulemme huomaamaan, että tämä suhde ja odotushinnat ohjailevat merkittävästi
markkinoiden dynamiikkaa.
Mallissamme osanottajilla ei ole mahdollisuutta olla tekemättä mitään vaan markki-
noille saapuessaan heidän on joko asetettava markkina- tai rajatoimeksianto. Osanottaja
joutuu siis puntaroimaan, haluaako hän varmistaa kaupankäynnin toteutumisen vai pyr-
kiikö hän parempaan kauppahintaan. Oletamme lisäksi, että jokainen osanottaja saapuu
markkinoille vain kerran, asettaa toimeksiantonsa ja poistuu. Tästä johtuen osanottajilla
ei ole mahdollisuutta muuttaa tai perua asettamiaan toimeksiantoja.
Kuvaamme osanottajien asettamia toimeksiantoja niiden luoman spreadin perusteella.
Osanottaja joka asettaa j-rajatoimeksiannon jättää markkinat tilaan jossa tilauskannan
spread on j∆. Sovimme, että tapaus j = 0 vastaa markkinatoimeksiantoa. Voimme huo-
mata, että kun j-rajatoimeksiannon asettanut osanottaja jättää tilauskannan spreadin
arvoksi j niin itse asiassa myyjä tarjoaa kauppahinnaksi b+ j kun taas ostaja jätti osto-
tarjouksen hintaan a − j. Tämän perusteella toteutuneen toimeksiannon kauppahinta P
on {
Pmyyjä = b+ j
Postaja = a− j
, j ∈ {0, . . . , s− 1},
missä s = a − b on tilauskannan spread sillä hetkellä jona osanottaja asetti toimeksian-
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tonsa.
3.1 Tuotot
Luonnollisesti kaupankäynnistä pyritään tekemään mahdollisimman tuottoisaa ja pääs-
täksemme etenemään tarkastelussamme, tutkimme seuraavaksi kaupankäynnissä syntyviä
tuottoja ja miten ne ohjaavat osanottajia. Tyyppiä i ∈ {I, P} olevan osanottajan tuotto
muodostuu parhaista markkinahinnoista a ja b, hänen arvostuksestaan arvopaperia koh-
taan V sekä mahdollisesta rajatoimeksiannon tuomasta lisätuotosta johon vaikuttaa odo-
tushinnan mukainen odottamisesta syntyvä tappio. Merkitsemme j-rajatoimeksiannon to-
teutumisajan odotusarvoa T (j). Tästä ja osanottajien odotushinnoista taas saamme kes-
kimääräisen tappion joka syntyy odottamisesta δiT (j), i ∈ {I, P}.
Nyt tilauskannan spreadin ollessa s = a − b tyypin i ∈ {I, P} osanottajan keskimää-
räinen tuotto hänen asettaessaan j-rajatoimeksiannon on
(3.1) Πi(j) =
{
Pmyyjä∆− Vmyyjä − δiT (j) = (b∆− Vmyyjä) + j∆− δiT (j)
Vostaja − Postaja∆− δiT (j) = (Vostaja − a∆) + j∆− δiT (j)
Oletuksemme mukaan Vmyyjä < B∆ ja Vostaja < A∆ joten suluissa oleva termi, joka
vastaa markkinatoimeksiannon tuottoa, on näin ollen aina positiivinen. Loppuosa kuvaa
rajatoimeksiannon tuomaa tuottoa ja koska osanottajat pyrkivät maksimoimaan voitton-
sa, rajatoimeksianto tulee kysymykseen vain jos sen tuoma lisätuotto j∆ peittoaa odotta-
misen tuoman tappion δiT (j). Mahdollisimman tuottoisaa markkinastrategiaa pohtivien
osanottajien tarvitsee tästä syystä keskittyä tarkastelemaan vain yhtälön loppuosaa, jota
merkitsemme jatkossa pii(j) = j∆− δiT (j).
Kuvaamme tyyppiä i ∈ {I, P} olevan osanottajan toimeksiantostrategiaa funktiolla
oi(·), joka antaa arvonaan j-rajatoimeksiannon, j ∈ {0, 1, . . . , s−1}, jokaista tilauskannan
spreadia s ∈ {1, . . . , K} kohti. Jotta toimeksiantostrategia oli mahdollisimman tuottoisa,
täytyy sen maksimoida pii joten
(3.2) oi(·) = arg max
j∈{0,...,s−1}
pii(j) = arg max
j∈{0,...,s−1}
(j∆− δiT (j))
Mikäli käy niin, että osanottajan toimeksiantostrategia ei ole yksikäsitteinen, oletamme,
että hän suosii suuremman spreadin luovaa rajatoimeksiantoa.
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Katsotaan seuraavaksi mitä saamme selville odotusajoista. Markkinatoimeksiannon,
tai kuten aikaisemmin sovimme 0-rajatoimeksiannon, asettaja suostui parhaaseen tarjolla
olevaan hintaan ja tästä syystä hänen ei tarvitse odottaa kaupankäynnin toteutumista.
Tämän perusteella voimme asettaa T (0) = 0. Seuraava lemma avaa rajatoimeksiantojen
odotusaikoja.
Lemma 3.3. Asetettaessa j-rajatoimeksiannon, keskimääräinen odotusaika kaupankäyn-
nin toteutumiseen on
T (1) =
1
λ
T (j) =
{
1
a0(j)
( 1
λ
+
∑j−1
k=1 ak(j)T (k)) jos a0(j) > 0
+∞ muulloin , j ∈ {2, . . . , K − 1},
missä ak(j) on todennäköisyys sille, että mikäli osanottaja asettaa j-rajatoimeksiannon
niin seuraavaksi saapuva osanottaja asettaa k-rajatoimeksiannon.
Todistus. 1. askel : Olkoon tilauskannan spread s ja oletetaan, että markkinoille saapuu
myyjä joka asettaa j-rajatoimeksiannon. Osoitamme induktion avulla, että tämän ky-
seisen toimeksiannon täytyttyä tilauskannan spread palautuu takaisin arvoon s. Olkoon
ensin j = 1. Seuraavan osanottajan saapuessa markkinoille tilauskannan spread on siis
yksi. Oletimme myyjien ja ostajien vuorottelevan joten seuraavaksi markkinoille saapuu
ostoaikeissa oleva osanottaja ja koska jokainen osanottaja asetti markkinatoimeksiannon
spreadin ollessa yksi, hän asettaa ostomarkkinamääräyksen ja spread palautuu arvoon s.
Oletamme sitten, että väitteemme pätee kun k = 1, . . . , j−1 ja tarkastelemme tilannet-
ta jossa spreadin ollessa s, markkinoille saapuva osanottaja asettaa j-myyntirajatoimeksi-
annon. Hänen jälkeensä saapuva ostaja voi joko asettaa markkinatoimeksiannon jolloin
spread palautuu arvoon s, tai hän voi asettaa k-ostorajatoimeksiannon, k = 1, . . . , j − 1,
jolloin induktio-oletuksen nojalla tämän ostotoimeksiannon täytyttyä myyntitarjouksella,
tilauskannan spread palautuu arvoon j. Seuraava markkinoille saapuva osanottaja on jäl-
leen ostaja, vaihtoehtoinaan joko suostua alkuperäiseen myyntitoimeksiantoon tai asettaa
ostorajatoimeksianto ja jatkaen näin huomaamme, että joko alkuperäinen myyntimääräys
ei toteudu ollenkaan tai myyntimääräyksen toteuduttua spread palautuu takaisin arvoon
s.
2. askel : Oletamme taas, että markkinoille saapuu myyntiaikeissa liikkuva osanottaja
joka asettaa j-rajatoimeksiannon. Odotettavissa oleva aika myyntitoimeksiannon täytty-
miseen on T (j). Oletamme lisäksi, että seuraava markkinoille saapuva osanottaja asettaa
k-ostorajamääräyksen, k = 1, . . . , j − 1. Todistuksemme ensimmäisen askeleen mukaan
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tämän ostorajatoimeksiannon toteuduttua tilauskannan spread palautuu arvoon j. Kos-
ka mallissamme osanottajilla ei ollut mahdollisuutta muuttaa tai perua asettamiaan toi-
meksiantoja, tilauskanta on täsmälleen samanlaisessa tilassa kuin mitä se oli silloin kun
myyjämme asetti j-myyntirajatoimeksiannon. Tästä johtuen hänen toimeksiantonsa odo-
tettavissa oleva toteutumisaika on jälleen T (j).
3. askel : Osanottajat saapuivat markkinoille Poisson-jakautuneesti parametrinaan λ.
Todennäköisyyslaskennasta muistamme, että Poisson-prosessin odotusaika on jakautunut
eksponentiaalisesti ja eksponenttijakauman odotusarvo, ja näin samalla keskimääräinen
aika kahden markkinoille saapuvan osanottajan välillä, on 1
λ
.
Oletamme, että osanottaja asettaa 1-rajatoimeksiannon. Oletustemme mukaan seu-
raava markkinoille saapuva osanottaja asettaa ostomarkkinatoimeksiannon. Tästä joh-
tuen siis T (1) on sama kuin keskimääräinen aika kahden markkinoille tulijan saapumisen
välillä eli T (1) = 1
λ
.
Oletamme sitten, että j > 1 ja osanottaja asettaa j-myyntirajatoimeksiannon. Seu-
raavalla osanottajalla on mahdollisuus joko hyväksyä tämä tarjous asettamalla markkina-
toimeksianto tai hän voi asettaa k-rajatoimeksiannon, k = 1, . . . , j − 1. Kaiken kaik-
kiaan hänellä on siis j eri vaihtoehtoa. Todennäköisyydellä α0(j) hän asettaa mark-
kinatoimeksiannon ja tällöin siis T (j) = 1
λ
. Todennäköisyydellä αk(j) hän asettaa k-
ostorajatoimeksiannon jolloin alkuperäisen j-myyntitoimeksiannon toteutumisaika on edel-
lisen askeleen perusteella T (j) = 1
λ
+ T (k) + T (j). Yhdistämällä nämä saamme:
T (j) =
α0(j)
λ
+
j−1∑
k=1
αk(j)
(
1
λ
+ T (k) + T (j)
)
=
j−1∑
k=0
αk(j)
λ
+
j−1∑
k=1
αk(j)T (k) +
j−1∑
k=1
αk(j)T (j)
=
1
λ
+
j−1∑
k=1
αk(j)T (k) +
j−1∑
k=1
αk(j)T (j)
=
1
α0(j)
(
1
λ
+
j−1∑
k=1
αk(j)T (k)
)
.
Lisäksi jos α0(j) = 0 niin j-rajatoimeksianto ei houkuttele koskaan muita markkinoilla
olevia osanottajia ja näin ollen toimeksianto ei tule toteutumaan. Tästä johtuen T (j) =
+∞ mikäli α0(j) = 0.
Edessämme on siis kaksisuuntainen ongelma, se miten osanottajat asettavat toimek-
siantojaan eli heidän toimeksiantostrategiansa riippuvat siitä miten kauan he olettavat
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joutuvansa odottamaan kaupankäyntiä, toisin sanoen osanottajien toimeksiantostrategiat
riippuvat keskimääräisistä odotusajoista. Nämä taas ovat edellisen lemman 3.3 mukaan
riippuvaisia osanottajien toiminnasta eli heidän toimeksiantostrategioistaan. Jotta pääsi-
simme purkamaan tätä ongelmaa ja voisimme näin jatkaa mallimme tarkastelua, siirrym-
me seuraavaksi tutkimaan markkinoiden tasapainoa.
3.2 Tasapaino ja varausspreadit
Markkinoiden tasapainolla tarkoitamme toimeksiantostrategia paria o∗I(·) ja o∗P (·), jotka
maksimoivat osanottajien odotettavissa olevat tuotot, eli ratkaisevat yhtälön (3.2), siten,
että odotettavissa olevat odotusajat toimeksiantojen toteutumiseen lasketaan olettaen,
että jokainen osanottaja noudattaa strategiaa o∗i (·), i ∈ {I, P}. Voimme huomata, että
koska tilauskannan historia vaikuttaa toimintastrategioihin ainoastaan nykyisen spreadin
j kautta, tarkastelemme itse asiassa Markov täydellistä tasapainoa.
Toisin kuin markkinatoimeksiannot, rajatoimeksiannot eivät toteudu välittömästi ja
niiden asettajat joutuvatkin hyväksymään odottamisen mukanaan tuoman tappion pa-
remman kauppahinnan toivossa. Jotta j-rajatoimeksiannon asettaminen olisi kannattavaa,
täytyy markkinahinnan parannuksen j∆ peitota odottamisesta syntyvä tappio δiT (j) eli
toisin sanoen pii(j) = j∆− δiT (j) ≥ 0. Määrittelemme tyyppiä i ∈ {I, P} olevan osanot-
tajan varausspreadiksi pienimmän mahdollisimman spreadin jolla tämä toteutuu. Seuraa-
vaksi tarvitsemme pienen apufunktion nimeltään kattofunktio, dxe, joka antaa pienimmän
kokonaisluvun joka on suurempi tai yhtä suuri kuin x eli itse asiassa x pyöristetään ylös-
päin lähimpään kokonaislukuun, esimerkiksi d8, 2e = 9 mutta d8e = 8.
Mallimme oletti hintojen olevan hinnanmuutosvälin ∆ kerrannaisia, joten spreadien suu-
ruudet ovat kokonaislukuja. Kattofunktion avulla saamme
(3.4) j∗i =
⌈ δi
∆
T (j∗i )
⌉
.
Varausspreadit siis riippuvat osanottajien odotushintojen lisäksi keskimääräisestä odo-
tusajasta. Tulemme myöhemmin osoittamaan, että odotusajat ovat suoraan verrannolli-
sia j:hin ja näin ollen suuremman spreadin luovien rajatoimeksiantojen asettajat joutuvat
odottamaan keskimäärin kauemmin toimeksiantonsa toteutumista. Tässä vaiheessa kui-
tenkin jätämme väitteemme oletuksen ja lukijan uskon varaan. Koska lisäksi odotushin-
noille pätee, että δI ≥ δP , on tyypin I osanottajien varausspread näin ollen suurempi tai
yhtä suuri kuin tyypin P osanottajien. Mikäli varauspreadit ovat yhtä suuret, sanomme,
että osanottajat ovat homogeenisiä ja jos taas varausspreadit ovat eri suuret kutsumme
heitä heterogeenisiksi.
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Tyypin P osanottajien varausspread j∗P on erikoisasemassa siinä mielessä, että ku-
kaan markkinoiden osanottajista ei aseta tätä pienempiä rajatoimeksiantoja vaan tarttu-
vat tarjolla oleviin tarjouksiin. Kutsummekin tätä spreadia kilpailukykyiseksi spreadiksi.
Jotta emme päätyisi tilanteeseen jossa kaikki markkinoiden osanottajat asettaisivat vain
markkinatoimeksiantoja oletamme lisäksi, että ainakin j∗P < K. Tyypin I osanottajien
varausspread vastaavasti asettaa rajan jota suuremmilla spreadeilla kukaan markkinoiden
osanottajista ei aseta markkinatoimeksiantoa. Katsotaan seuraavaksi miten yllä mainitut
homo- ja heterogeeninen tapaus eroavat toisistaan.
3.2.1 Homogeeninen tapaus
Tarkastelemme ensin tapausta, jossa osanottajat ovat homogeenisiä ja siis omaavat yhtä
suuret varausspreadit, j∗P = j∗I = j∗. Tulemme huomaamaan, että tällaisilla markkinoil-
la osanottajien toimeksiantostrategiat eivät eroa toisistaan ja, että tilauskannan spread
heilahtelee kahden tilan välillä. Vaikka tällainen tilanne onkin harvinainen ja jatkossa
tulemmekin tarkastelemaan lähinnä heterogeenistä tapausta, avaa homogeeninen tapaus
omanlaisiaan havaintoja markkinoiden eri osasten vaikutuksesta kaupankäyntiin ja samal-
la tarjoaa hyvän vertailukohdan tuleville tuloksille.
Propositio 3.5. Markkinoilla joilla osanottajat ovat homogeenisiä jokainen osanottaja
asettaa tasapainotilan vallitessa markkinatoimeksiannon mikäli tilauskannan spread s ≤
j∗ ja j∗-rajatoimeksiannon mikäli spread s > j∗. Lisäksi varausspread
j∗ =
⌈ δi
∆λ
⌉
.
Todistus. Oletetaan ensin, että tilauskannan spread s ≤ j∗. Varausspreadin j∗ määritel-
män mukaan jokainen markkinoille saapuva osanottaja asettaa tällöin markkinatoimek-
siannon. Samasta syystä j∗-rajatoimeksiannon asettaja joutuu odottamaan ainoastaan
seuraavaa osanottajaa ja siis T (j∗) = 1
λ
. Tämän perusteella
j∗ =
⌈ δi
∆
T (j∗)
⌉
=
⌈ δi
∆λ
⌉
.
Tarkastellaan sitten tilannetta kun spread s > j∗. Koska pii(j∗) ≥ 0, suosivat osanot-
tajat j∗-rajatoimeksiantoa markkinatoimeksiannon sijaan. Tämä johtaa siihen, että toi-
meksiannot jotka luovat suuremman spreadin kuin j∗, eivät houkuttele muita osanottajia
eivätkä näin ollen toteudu koskaan. Ainoaksi vaihtoehdoksi osanottajille jää siis asettaa
j∗-rajatoimeksianto kun tilauskannan spread on suurempi kuin j∗.
Itse asiassa edellisen proposition mukaan osanottajien ollessa homogeenisiä, tilauskan-
nan spreadilla on vain kaksi tilaa, j∗ ja K. Kaupankäynti tapahtuu aina spreadin ollessa
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j∗, eikä tätä pienempiä spreadeja markkinoilla nähdä koska jokainen osanottaja asettaa j∗-
rajatoimeksiannon spreadin ollessa tätä suurempi ja markkinatoimeksiannon kun spread
on pienempi tai yhtä suuri kuin j∗. Kaupan toteutumiseen jälkeen spread kasvaa maksimi
kokoonsa K koska osanottajat eivät asettaneet muita rajatoimeksiantoja. Kun seuraava
osanottaja saapuu markkinoille hän asettaa j∗-rajatoimeksiannon, jolloin spread palautuu
taas arvoon j∗.
Voimme myös huomata, että mikäli ensimmäinen markkinoille saapuva osanottaja on
myymässä, hän asettaa j∗-rajatoimeksiannon joka toteutuu seuraavaksi saapuvan osanot-
tajan ostomarkkinatoimeksiannolla. Tämän jälkeen markkinoille saapuu jälleen myyjä ja
sama toistuu. Tässä tapauksessa siis vain myyjät asettavat rajatoimeksiantoja joihin os-
tajat sitten tarttuvat kauppahintaan B + j∗. Vastaavasti jos ensimmäinen markkinoille
saapuva osanottaja on ostaja, ostajat asettavat aina rajatoimeksiantoja, myyjät markki-
natoimeksiantoja ja kauppahinnaksi muodostuu aina A− j∗.
3.2.2 Heterogeeninen tapaus
Tarkastellaan sitten miten markkinat toimivat kun osanottajat ovat heterogeenisiä ja hei-
dän varausspreadinsa näin ollen erisuuret, j∗P < j∗I . Todistamme ensin pienen apulauseen,
jota tarvitsemme edempänä.
Lemma 3.6. Mikäli tilauskannan spreadin ollessa s ∈ {1, . . . , K− 1} tyypin i osanottaja
asettaa j-rajatoimeksiannon, 0 ≤ j < s, niin spreadin ollessa s + 1 saman tyyppinen
osanottaja joko asettaa s- tai j-rajatoimeksiannon.
Todistus. Oletuksemme mukaan osanottaja, tyyppiä i ∈ {I, P}, asettaa j-rajatoimeksi-
annon kun tilauskannan spread s ∈ 1, . . . , K − 1, joten
pii(j) ≥ pii(k), kun k ∈ {0, . . . , j − 1, j + 1, . . . , s− 1}.
Tarkastellaan tilannetta, jossa tilauskannan spread on s + 1. Mikäli osanottajalle pätee
pii(s) < pii(j), on hänen parasta asettaa j-rajatoimeksianto ja jos taas pii(s) ≥ pii(j) ≥
pii(k), osanottaja valitsee s-rajatoimeksiannon.
Tämän jälkeen pääsemmekin tarkastelemaan itse markkinoita ja sen dynamiikkaa he-
terogeenisessä tilanteessa. Merkitsemme spreadien j1 ja j2, j1 < j2, ja kaikkien näiden
välissä olevien spreadien muodostamaa joukkoa 〈j1, j2〉. Tulemme huomaamaan, että he-
terogeenisessä tapauksessa mahdolliset tilauskannan spreadit asettuvat kolmeen eri jouk-
koon jotka eroavat siinä miten osanottajat reagoivat saapuessaan markkinoille.
Propositio 3.7. Markkinoiden osanottajien ollessa heterogeenisiä, varausspreadeinaan
j∗P < j
∗
I , tasapainotilan vallitessa on olemassa niin sanottu katkaisuspread sc ∈ 〈j∗I , K〉
jolle pätee:
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1. Kun tilauskannan spread s ∈ 〈1, j∗P 〉, kummankin tyypin, I ja P , osanottajat aset-
tavat markkinatoimeksiannon.
2. Kun spread s ∈ 〈j∗P +1, sc〉, tyypin P osanottaja asettaa rajatoimeksiannon ja tyypin
I osanottaja markkinatoimeksiannon.
3. Kun spread s ∈ 〈sc+1, K〉, kummankin tyypin osanottajat asettavat sc-rajatoimeksi-
annon.
Todistus. Tarkastellaan ensin spreadeja j ≤ j∗P . Muistamme, että varausspread j∗i oli
pienin kokonaisluku, joka toteutti yhtälön pii(j∗i ) ≥ 0. Lisäksi tiedämme, että j∗I > j∗P sekä
δP < δI . Nämä yhdistämällä saamme
piI(j) = j∆− δI
λ
< j∆− δP
λ
= piP (j) < 0, kun j ≤ j∗P .
Tästä johtuen sekä tyypin I että tyypin P osanottajat asettavat markkinatoimeksiannon
tilauskannan spreadin ollessa pienempi tai yhtä suuri kuin j∗P . Tämä taas merkitsee sitä,
että kaikki j-rajatoimeksiannot, j ≤ j∗P , toteutuvat seuraavan osanottajan saapuessa joten
T (1) = . . . = T (j∗P ) =
1
λ
.
Tarkastellaan sitten tilannetta jossa tilauskannan spread s = j∗P + 1. Tyypin P osa-
nottaja asetti markkinatoimeksiannon eli toisin sanoen 0-rajatoimeksiannon kun tilaus-
kannan spread s oli j∗P joten lemman 3.6 nojalla tilanteessa s = j∗P + 1 asettaa joko
markkinatoimeksiannon tai j∗P -rajatoimeksiannon. Koska varausspread j∗P toteutti yhtä-
lön
piP (j
∗
P ) = j∆− T (j∗P )δP = j∆−
δP
λ
≥ 0
tyyppiä P oleva osanottaja valitsee j∗P -rajatoimeksiannon. Vastaavasti kaikissa tilanteissa
joissa tilauskannan spread s ∈ 〈j∗P+1, K〉, tyypin P osanottaja asettaa rajatoimeksiannon.
Oletetaan seuraavaksi, että tyyppiä I olevalle osanottajalle on olemassa tilauskannan
spread s ∈ 〈1, K〉, jolla hän suosii rajatoimeksiannon asettamista. Olkoon sc pienin spread
minkä hän voi rajatoimeksiannollaan luoda. Siis mikäli tilauskannan spread s ∈ 〈1, sc〉,
niin osanottaja asettaa markkinatoimeksiannon, ja mikäli spread s = sc + 1, hän aset-
taa sc-rajatoimeksiannon. Samoin kuin tyyppiä P olevien osanottajien kohdalla, voimme
todeta lemman 3.6 avulla, että tyyppiä I oleva osanottaja asettaa rajatoimeksiannon kai-
kissa tapauksissa joissa tilauskannan spread s ∈ 〈sc + 1, K〉. Lisäksi koska tiedämme, että
tyyppiä I oleva osanottaja ei aseta pienempiä rajatoimeksiantoja kuin hänen varaussprea-
dinsa j∗I , täytyy katkaisuspreadille päteä sc ≥ j∗I . Mikäli taas tyyppiä I oleva osanottaja
asettaa markkinatoimeksiannon kaikilla tilauskannan spreadin arvoilla, voimme asettaa
sc = K.
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Koska molempien tyyppien osanottajat asettavat rajatoimeksiannon tilauskannan sprea-
din ollessa suurempi sc, tätä suuremman spreadin luovat rajatoimeksiannot eivät tule to-
teutumaan koskaan ja tästä johtuen osanottajien ainoaksi toteutumiskelpoiseksi vaih-
toehdoksi jää asettaa sc-rajatoimeksiantoja tilanteessa jossa tilauskannan spread s ∈
〈sc + 1, K〉.
Edellisestä propositiosta saamme myös kilpailukykyisen spreadin heterogeenisessä ta-
pauksessa
j∗P =
⌈ δi
∆
T (j∗P )
⌉
=
⌈ δi
∆λ
⌉
.
Yksinkertaisuuden ja laskujen selvyyden vuoksi keskitymme tästä eteenpäin tarkas-
telemaan tapauksia joissa katkaisuspread sc = K. Tästä johtuen tyypin I osanottajat
tulevat jatkossa asettamaan ainoastaan markkinatoimeksiantoja.
Homogeenisessä tapauksessa tilauskannan spreadilla oli vain kaksi tilaa, j∗ ja K. Ta-
sapainotilan vallitessa heterogeenisen tapauksen tilauskannan mahdolliset spreadit rajoit-
tuvat taas niin sanottuihin tasapainospreadeihin.
Propositio 3.8. Tasapainotilan vallitessa on olemassa q, 2 ≤ q ≤ K, spreadia, n1 <
. . . < nq, siten, että n1 = j∗P , nq = K ja :
• Tyyppiä I oleva osanottaja asettaa markkinatoimeksiannon kaikilla tilauskannan
spreadeilla s ∈ 〈1, K〉.
• Tyyppiä P oleva osanottaja asettaa markkinatoimeksiannon kun tilauskannan spread
s ∈ 〈1, n1〉 ja nh-rajatoimeksiannon kun spread s ∈ 〈nh + 1, nh+1〉, h = 1, . . . , q − 1.
Näitä spreadeja kutsumme tasapainospreadeiksi.
Todistus. Oletimme, että sc = K, joten näin ollen on selvää, että tyyppiä I oleva osanot-
taja asettaa aina markkinatoimeksiannon. Propositio 3.7 mukaan tyyppiä P oleva osa-
nottaja asettaa markkinatoimeksiannon tilanteessa jossa tilauskannan spread s ∈ 〈1, j∗P 〉
ja j∗P -rajatoimeksiannon kun spread s = j∗P + 1. Tämän perusteella voimme siis asettaa
n1 = j
∗
P .
Tarkastellaan seuraavaksi tilannetta jossa tilauskannan spread s = j∗P +2. Lemman 3.6
mukaan osanottaja, tyyppiä P kuten edellä, asettaa joko j∗P - tai j∗P +1-rajatoimeksiannon.
Mikäli hän asettaa j∗P + 1-rajatoimeksiannon, voimme määritellä n2 = j∗P + 1. Jos taas
osanottaja asettaa j∗P -rajatoimeksiannon, siirrymme tarkastelemaan mitä tapahtuu, kun
tilauskannan spread s = j∗P + 3 ja näin jatkaen muodostamme q kappaletta suurenevia
spreadeja, n1 < n2 < . . . < nq. Koska tyyppiä P oleva osanottaja asettaa rajatoimeksian-
non kaikilla spreadeille s ∈ 〈j∗P + 1, K〉, voimme määritellä nq = K.
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Osanottajien ollessa heterogeenisiä tasapainotilassa tilauskannan mahdolliset spreadit
rajoittuvat siis näihin q:hun eri vaihtoehtoon. Kuten aikaisemmin totesimme, odotusajat
toimeksiantojen toteutumiseen vaikuttavat osanottajien toimintaan markkinoilla ja jot-
ta pääsisimme tarkastelemaan tarkemmin tasapainospreadeja ja toimeksiantostrategioita,
meidän on tarkennettava kuvaamme odotusajoista.
Propositio 3.9. Tasapainotilan vallitessa keskimääräinen odotusaika kaupankäynnin to-
teutumiseen on:
T ∗(n1) =
1
λ
T ∗(nh) =
1
λ
(
1 + 2
h−1∑
k=1
ρk
)
, kun h ∈ {2, . . . , q − 1, }
ja kun lisäksi sovimme, että n0 = 0:
T ∗(j) = T ∗(nh), kaikilla j ∈ 〈nh−1 + 1, nh〉, h ∈ {1, . . . , q − 1, }.
Todistus. Muistamme, että tilauskannan spreadin ollessa n1, kaikki osanottajat asettivat
markkinatoimeksiannon. Tästä johtuen n1-rajatoimeksiannon keskimääräinen toteutumi-
saika on sama kuin keskimääräinen aika kahden osanottajan saapumisaikojen välillä eli
T (n1) =
1
λ
.
Tarkastellaan sitten tilannetta jossa tilauskannan spread s ∈ 〈nh−1 + 1, nh〉, h ∈
(2, . . . , q). Nyt propositio 3.8 mukaan tyyppiä I oleva osanottaja asettaa markkinatoi-
meksiannon ja tyyppiä P oleva osanottaja nh−1-rajatoimeksiannon. Tästä saamme to-
dennäköisyydet α0(s) = θI = 1 − θP , eli todennäköisyys jolla seuraava osanottaja aset-
taa markkinatoimeksiannon, ja αnh−1(s) = θP , eli todennäköisyys jolla seuraava toimek-
sianto on nh−1-rajatoimeksianto. Muiden toimeksiantojen todennäköisyys on nolla joten
ak(s) = 0 kun k /∈ {0, nh−1}. Nyt voimme lemman 3.3 avulla laskea odotettavissa olevan
odotusajan kaupankäynnin toteutumiseen:
T ∗(s) =
1
a0(s)
(
1
λ
+
j−1∑
k=1
αk(s)T
∗(k)
)
=
1
1− θP
(
1
λ
+ θPT
∗(nh−1)
)
=
1
(1− θP )λ +
θP
1− θP T
∗(nh−1)
=
1
(1− θP )λ + ρT
∗(nh−1).
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Tästä näemme, että T ∗(s) on vakio välillä kun 〈nh−1 +1, nh〉 ja näin ollen T ∗(s) = T ∗(nh)
kun s ∈ 〈nh−1 + 1, nh〉.
Tarkastelemme seuraavaksi erotusta T ∗(nh+1) − T ∗(nh). Katsotaan ensin tilannetta
kun h = 1. Osoitimme jo, että T (n1) = 1λ joten:
T ∗(n2)− T ∗(n1) = 1
(1− θP )λ + ρT
∗(n1)− T ∗(n1)
=
1
1− θP
1
λ
+ ρ
1
λ
− 1
λ
= ρ
1
λ
+ (
1
1− θP − 1)
1
λ
= ρ
1
λ
+ (
θP
1− θP )
1
λ
=
2ρ
λ
.
Joten saamme
T ∗(n2) =
2ρ
λ
+ T ∗(n1) =
2ρ
λ
+
1
λ
=
1
λ
(1 + 2ρ).
Jatkaen näin saamme
T ∗(n3) =
1
λ
(1 + 2
∑
k=1
2ρk),
ja yleisesti
T ∗(nh) =
1
λ
(1 + 2
h−1∑
k=1
ρk) kaikilla h ∈ {2, . . . , q − 1}.
Tasapainospreadien nh ja nh−1, h ∈ {2, . . . , q − 1}, välistä eroa kuvaamme muuttujal-
la Ψh = nh − nh−1. Tarkastellaan tätä erotusta hieman tarkemmin. Propositio 3.8 mu-
kaan tilauskannan spreadin ollessa nh+1, h ∈ {2, . . . , q − 1}, tyypin P osanottaja asettaa
nh-rajatoimeksiannon eikä esimerkiksi aggressiivisempaa nh−1-rajatoimeksiantoa. Tästä
johtuen täytyy siis päteä, että
nh∆− T ∗(nh)δP ≥ nh−1∆− T ∗(nh−1)δP
eli itse asiassa
Ψh = nh − nh−1 ≥ (T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
.
Jos taas tyypin P osanottaja saapuu markkinoille tilauskannan spreadin ollessa nh,
hän asettaa nh−1-rajatoimeksiannon eikä esimerkiksi nh − 1-rajatoimeksiantoa. Nyt siis
saamme, että
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nh−1∆− T ∗(nh−1)δP ≥ (nh − 1)∆− T ∗(nh − 1)δP .
Pienin mahdollinen hinnan muutos oli ∆ joten jos pienennämme spreadia nh:sta, seu-
raava mahdollinen spread on nh− 1. Tästä johtuen joko nh− 1 > nh−1 tai nh− 1 = nh−1.
Propositio 3.9 mukaan ensimmäisessä vaihtoehdossa T ∗(nh − 1) = T ∗(nh) joten jatkaen
edellistä yhtälöä saamme:
nh−1∆− T ∗(nh−1)δP ≥ (nh − 1)∆− T ∗(nh − 1)δP = (nh − 1)∆− T ∗(nh)δP
eli
Ψh = nh − nh−1 ≤ (T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
+ 1.
Jälkimmäisessä vaihtoehdossa taas T ∗(nh − 1) = T ∗(nh−1) ja koska T ∗(nh) ≥ T ∗(nh−1),
saamme nyt:
nh−1∆− T ∗(nh−1)δP ≥ (nh − 1)∆− T ∗(nh − 1)δP
= (nh − 1)∆− T ∗(nh−1)δP
≥ (nh − 1)∆− T ∗(nh)δP .
Tässä tapauksessa näemme, että
Ψh = nh − nh−1 ≤ (T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
+ 1.
Kummassakin tapauksessa spreadien muutoksille pätee siis
(T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
+ 1 ≥ Ψh ≥ (T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
ja koska olemme määritelleet pienimmän hinnan muutoksen ∆ jonka kerrannaisia kaikki
hinnat ovat, on Ψh:n oltava kokonaisluku yllä olevassa välissä joten
(3.10) Ψh =
⌈
(T ∗(nh)− T ∗(nh−1))δP
∆
⌉
=
⌈
2ρh−1
δP
λ∆
⌉
kaikilla h ∈ {2, . . . , q − 1},
jossa viimeisin termi seuraa propositio 3.9:stä.
Ylläolevasta kaavasta huomaamme, että mitä suurempi tyypin P osanottajien odotus-
hinta δP on, sitä suuremmaksi spreadien muutokset kasvavat. Toisin sanoen, mitä kärsi-
mättömämpiä rajatoimeksiantojen asettajat ovat, sitä aggressiivisempia toimeksiantoja
he asettavat. Tämä on intuition mukaista, sillä luonnollisesti kärsimätön osanottaja halu-
aa nopeaa kaupankäyntiä eikä hänellä ole aikaa odotella mahdollisesti parempaa tuottoa.
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Osanottajien saapumistiheydellä λ näyttää taas olevan vastakkainen vaikutus spredien
muutoksiin. Tämäkin on täysin ymmärrettävää, sillä mikäli markkinoille saapuu osanot-
tajia nopeaan tahtiin, on suurienkin spreadien luovien rajatoimeksiantojen mahdollista
toteutua suhteellisen nopeasti kuten voimme nähdä keskimääräisen odotusajan kaavas-
ta. Toisaalta jos osanottajien saapumistiheys on pieni, muuttuvat rajatoimeksiannot taas
aggressiivisemmiksi.
Myös osanottajien koostumus vaikuttaa myös spreadien muutoksiin kuten seuraavaksi
näemme.
Korollaari 3.11. Tasapainospreadin muutokset Ψh riippuvat spreadin tilasta sekä osa-
nottajien suhteesta ρ = θP
θI
siten, että muutokset ovat suoraan verrannollisia tilauskannan
spreadin kokoon kun ρ < 1 ja kääntäen verrannollisia kun ρ > 1.
Todistus. Tarkastellaan hieman tarkemmin tasapainospreadien muutoksien Ψh:n kaavaa
Ψh =
⌈2ρh−1δP
λ∆
⌉
.
Tästä voimme nähdä, että kun ρ < 1, spreadin muutokset pienenevät kun h kasvaa, ja
kun ρ > 1, spreadin muutokset kasvavat h:n kasvaessa.
Tasapainospreadien muutoksen Ψh:n avulla saamme tarkemman kuvan siitä, minkä-
laisia tasapainospreadit itse asiassa ovat.
Propositio 3.12. Tasapainospreadit ovat muotoa:
n1 = j
∗
P , nq = K ja
nh = n1 +
h∑
k=2
Ψk, kun h ∈ {2, . . . , q − 1},
missä
Ψh = nh − nh−1 =
⌈
2ρh−1
δP
λ∆
⌉
.
Lisäksi q on pienin kokonaisluku, jolla pätee
j∗P +
q∑
k=2
Ψk ≥ K.
Todistus. Muistamme, että nh − nh−1 = Ψh, joten
nh = nh−1 + Ψh = nh−2 + Ψh−1 + Ψh = . . . = n1 +
h∑
k=2
Ψk.
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Lisäksi koska n1 = j∗P ja nq = K, q:n täytyy olla pienin kokonaisluku, joka toteuttaa
yhtälön
j∗P +
q∑
k=2
Ψk = n1 +
q∑
k=2
Ψk ≥ K.
3.3 Mallin parametrien vaikutus markkinoiden dyna-
miikkaan
3.3.1 Kaupankäynnin nopeus
Tarkastelemme seuraavaksi kuinka usein kauppoja itse asiassa syntyykään. Homogeenises-
tä tapauksesta voimme muistaa, että kaupankäynnit tapahtuivat joka toisen osanottajan
tullessa markkinoille eli keskimäärin aikaa kauppatapahtumien välillä on 2
λ
. Heterogeeni-
sessä tapauksessa taas tilauskannan tila vaikuttaa kaupankäyntiin.
Korollaari 3.13. Tasapainotilassa tilauskannan spreadin ollessa nh keskimääräinen aika
kauppatapahtumien välillä on
Dh =
1− θh+1P
λθI
, kun 1 ≤ h < q
Dq =
1− θqP
λθI
.
Todistus. Olkoon N˜h kahden kaupankäynnin välissä markkinoille saapuneiden osanotta-
jien määrä ehdolla, että ensimmäinen kaupankäynti tapahtui kun tilauskannan spread oli
nh. Odotettavissa oleva aika kahden osanottajan saapumisen välissä on E(T ) = 1λ joten
Dh = E(N˜h), E(T ) =
E(N˜h)
λ
.
Ongelmaksi muodostuu E(N˜) ja kuinka saamme sen laskettua.
Oletetaan ensin, että viimeisin kaupankäynti tapahtui kun tilauskannan spread oli pie-
nin mahdollinen eli n1. Kaupankäynnin jälkeen tilauskanta jää siis tilaan jossa spread on
n2. Muistamme, että tyyppiä I oleva osanottaja antoi aina markkinatoimeksiannon jo-
ten jos seuraavaksi markkinoille saapuu tyypin I osanottaja, tapahtuu uusi kaupankäynti
ja näin ollen N˜1 = 1. Mikäli taas ensimmäisen kaupankäynnin jälkeen saapuva osanot-
taja onkin tyyppiä P niin hän asettaa n1-rajatoimeksiannon. Koska molempien tyyppien
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osanottajat asettivat markkinatoimeksiannon tilauskannan spreadin ollessa n1, seuraa-
va kaupankäynti tapahtuu seuraavan osanottajan saapuessa markkinoille ja siis N˜1 = 2.
Yhdistämällä edellä mainitun saamme
P (N˜1 = 1) = θI , P (N˜1 = 2) = θP .
Tilauskannan spreadin ollessa n1 < nh < nq, tyyppiä I oleva osanottaja asettaa aina mark-
kinatoimeksiannon ja tyyppiä P oleva osanottaja rajatoimeksiannon joten kaupankäynti
tapahtuu aina tyyppiä I olevan osanottajan saapuessa. Jotta kahden kaupankäynnin vä-
lillä saapuneita osanottajia olisi esimerkiksi k kappaletta, täytyy P tyypin osanottajia
saapua k − 1 kappaletta ja lisäksi yksi I tyypin osanottaja. Tämän perusteella saamme
todennäköisyydet:
P (N˜h = j) = θIθ
j−1
P , kun j ∈ {1, . . . , h}.
Kun ensimmäinen kauppa syntyy spreadin ollessa nh, seuraavan osanottajan tullessa
markkinoille on tilauskannan spread nh+1. Lisäksi koska P tyypin osanottajat pienen-
sivät tilauskannan spreadia rajatoimeksiannoillaan, kutistuu spread n1:seen h:n P tyypin
osanottajan saapumisen jälkeen ja seuraava markkinoille saapuva osanottaja tarttuu tar-
jolla olevaan hintaan markkinatoimeksiannollaan. Tämän perusteella h+1 on suurin arvo
jonka N˜h voi saavuttaa ja saamme todennäköisyyden
P (N˜h = h) = θ
h
P .
Nyt voimme laskea N˜h:n odotusarvon:
E(N˜h) =
h+1∑
j=1
jP (N˜h = j) = θI
h∑
j=1
jθj−1P + (h+ 1)θ
h
P
=
θI(1− θP )
∑h
j=1 jθ
j−1
P + (h+ 1)θ
h
P θI
θI
=
θI(
∑h
j=1 jθ
j−1
P −
∑h
j=1 jθ
j
P ) + (h+ 1)θ
h
P θI
θI
=
θI(
∑h
j=1(θ
j−1
P )− hθhP ) + (h+ 1)θhP θI
θI
=
θI(1 + . . .+ θ
h
P )
θI
=
(1− θP )(1 + . . .+ θhP )
θI
=
1− θh+1P
θI
, kun 1 ≤ h < q.
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Tarkastellaan sitten tapausta kun h = q. Kauppa syntyy siis tilanteessa, jossa tilauskan-
nan spread on nq. Muistutamme, että tässä tapauksessa spread ei kasva enää suuremmaksi
vaan pysyy arvossa nq. Tästä syystä ensimmäisen kaupankäynnin jälkeen tilanne täsmäl-
leen samanlainen kuin jos h olisi q − 1. Tämän perusteella N˜nq ja N˜nq−1 ovat samoin
jakautuneita ja siis E(N˜nq) = E(N˜nq−1). Yhdistämällä kaiken tämän saamme lopulta:
Dh =
1− θh+1P
λθI
, kun 1 ≤ h < q
Dq =
1− θqP
λθI
.
Saatu tulos vaikuttaa järkeenkäyvältä koska juuri P tyypin osanottajat suosivat ra-
jatoimeksiantoja ja näin hidastavat kauppojen syntymistä. Täysin vastakkainen vaikutus
on I tyypin osanottajilla, joiden oletimme asettavan aina markkinatoimeksiannon tul-
lessaan markkinoille. Samoin on intuition mukaista, että osanottajien saapumistiheyden
kasvaminen nopeuttaa myös kauppojen syntymistä.
3.3.2 Kimmoisuus
Tarkastellaan tilannetta jossa useampi perättäinen osanottaja asettaa ainoastaan markki-
natoimeksiantoja, mallissamme tällainen tapahtuu kun heterogeenisille markkinoille saa-
puu vain tyypin I osanottajia. Tämä johtaa siihen, että tilauskannan spread alkaa kasvaa
kohti suurinta mahdollista arvoaan K. Se kuinka nopeasti markkinat kykenevät palautu-
maan tällaisesta niin sanotusta likvideetti-shokista, mittaa markkinoiden kimmoisuutta R.
Mallissamme tarkastelemme kimmoisuutta todennäköisyytenä, jolla tilauskannan spread
palautuu suurimmasta arvostaan K kilpailukykyiseksi spreadiksi j∗P ennen seuraavaa kau-
pankäyntiä.
Homogeenisestä tapauksesta voimme muistaa, että jokainen osanottaja asetti markki-
natoimeksiannon tilauskannan spreadin ollessa pienempi tai yhtä suuri kuin kilpailukykyi-
nen spread j∗ ja j∗-rajatoimeksiannon muulloin. Tästä johtuen spread palautuu varmuu-
della K:sta j∗:een seuraavan osanottajan saapuessa ja seuraava kaupankäynti tapahtuu
vasta sitä seuraavan osanottajan saapuessa. Homogeenisessä tapauksessa siis R = 1.
Entäpä sitten heterogeeninen tapaus? Mikäli tilauskannan spread on K, se pienenee
tasapainospreadien, joita oli q kappaletta, kautta aina kun markkinoille saapuu tyypin
P osanottaja ja mikäli emme ole vielä saavuttaneet kilpailukykyistäspreadia j∗P , kaupan-
käynti tapahtuu tyypin I osanottajan tullessa markkinoille. Tästä johtuen jotta tilaus-
kannan spread pienenisi K:sta j∗P :een, täytyy markkinoilla saapua q − 1 perättäistä tyy-
pin P osanottajaa. Heterogeenisessä tapauksessa siis kimmoisuus R = θq−1P < 1. Tämän
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perusteella voimme tarkastella markkinoiden kimmoisuutta heterogeenisessä tapauksessa
hieman tarkemmin.
Korollaari 3.14. Osanottajien ollessa heterogeenisiä, markkinoiden kimmoisuus R
• on suoraan verrannollinen P tyypin osanottajien osuuteen θP sekä heidän odotus-
hintaansa δP mutta
• kääntäen verrannollinen osanottajien saapumistiheyteen λ.
Todistus. Propositio 3.12 mukaan q oli pienin kokonaisluku, joka toteutti yhtälön
(3.15) j∗P +
q∑
k=2
Ψk ≥ K,
ja lisäksi
(3.16) Ψh =
⌈
2ρh−1
δP
λ∆
⌉
.
Markkinoiden kimmoisuutta mittasimme muuttujalla R = θq−1P . Tästä huomaamme välit-
tömästi, että kun θP kasvaa, myös kimmoisuus R kasvaa. Yhtälöstä (3.16) näemme, että
kun δP kasvaa, samalla kasvaa jokainen Ψh. Tasapainospreadien muutokset tulevat siis
suuremmiksi joten vaadittavan q:n ei tarvitse enää olla niin suuri jotta yhtälö (3.15) to-
teutuisi. Tästä ja siitä, että θP < 1, johtuen kimmoisuus R on suurempi. Toisaalta jos λ:n
kasvaa, niin vastaavasti Ψh pienenee joten tässä tapauksessa vaadittava q onkin suurempi
ja markkinoiden kimmoisuus R pienempi.
3.3.3 Tehokkuus
Kimmoisuuden lisäksi voimme myös tutkia kuinka tehokkaita markkinat ovat ja miten
se ilmenee mallissamme. Ensin meidän täytyy miettiä, mitä itse asiassa tarkoitamme te-
hokkuudella. Markkinatoimeksiantojen asettajat varmistavat kaupan syntymisen välittö-
mästi kauppahinnan kustannuksella. Se minkä he häviävät tuotossa siirtyy kaupan myötä
rajatoimeksiantojen asettajilla jotka näin parantavat tuottojansa mutta kantavat taakka-
naan odottamisesta syntyvää tappiota. Jos laskemme yhteen markkinoiden kokonaistuo-
tot, huomaamme, että markkinatoimeksiantojen tappiot ja rajatoimeksiantojen lisätuotot
kumoavat toisensa ja se mitä jää jäljelle on odotushintojen tuomat tappiot. Kutsumme
tätä keskimääräiseksi kokonaistappioksi Υ ja jotta markkinat toimisivat mahdollisimman
tehokkaasti, on luonnollista olettaa, että tämän tappion tulisi olla mahdollisimman pieni.
Rajatoimeksiantojen asettajat joutuvat odottamaan ainakin seuraavaa osanottajaa ja
kuten aikaisemmin olemme todenneet, Poisson-jakautuneessa prosessissa odotusaika on
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keskimäärin 1
λ
. Osanottajien odotushinnoilla pätee, että δI > δP > 0, joten pienin mah-
dollinen odotushinta on δP . Tästä saamme, että pienin mahdollinen odottamisesta syn-
tyvä tappio ja samalla keskimääräinen kokonaistappio Υ on vähintään δP
λ
. Ihanteellinen
tilanne olisi siis Υ = δP
λ
. Tämä tapahtuisi mikäli jokaisella rajatoimeksiannon asettajalla
olisi mahdollisimman pieni odotushinta, mikä taas tarkoittaa sitä, että osanottajien odo-
tushinnat olisivat yhtä suuret tai vain tyypin P osanottajat asettaisivat rajatoimeksian-
toja. Lisäksi rajatoimeksiantojen tulisi toteutua mahdollisimman nopeasti eli itse asiassa
seuraavan markkinoille saapuvan osanottajan tulisi varmuudella vastata siihen markki-
natoimeksiannolla. Tämä toteutuu vain siinä tapauksessa, että jokainen rajatoimeksianto
luo asetettaessa kilpailukykyisen spreadin j∗P .
Osanottajien ollessa homogeenisiä, jokainen asetettu rajatoimeksianto luo kilpailuky-
kyisen spreadin j∗ ja näin ollen jokainen rajatoimeksianto toteutuu seuraavan osanot-
tajan saapuessa. Ongelmaksi tässä tapauksessa muodostuu tosin se, että myös tyypin I
osanottajat asettavat rajatoimeksiantoja ja kun muistamme, että odotushinnoille pätee
δI ≥ δP , toteutuu vaatimus tehokkuudesta vain mikäli odotushinnat ovat yhtä suuret.
Jos odotushinnat taas ovat eri suuret, niin rajatoimeksiantojen asettajien keskimääräi-
sestä odotushinnasta tulee suurempi kuin δP ja tästä syystä Υ > δPλ . Heterogeenisessä
tapauksessa rajatoimeksiantoja asettavat vain P tyypin osanottajat mutta he luovat toi-
meksiannoillaan myös suurempia spreadeja kuin j∗P . Tämä taas kasvattaa rajatoimeksian-
tojen keskimääräistä toteutumisaikaa ja tässäkään tapauksessa markkinoiden tehokkuus
ei ole ihanteellinen.
3.3.4 Saapumistiheyden vaikutus
Katsotaan seuraavaksi saapumistiheysparametri λ:n vaikutusta markkinoihin. Saapumis-
tiheyden kasvaessa toimeksiantojen keskimääräinen odotusaika pienenee joten myös odot-
tamisesta syntyvät tappiot pienenevät. Tämä taas houkuttelee osanottajia asettamaan
pienemmän spreadin luovia toimeksiantoja ja nopeiden markkinoiden spreadit ovatkin
pienempiä kuin hitaiden markkinoiden. Toisaalta hitaat markkinat ovat kimmoisempia ja
spreadit voivat kaveta ketterämmin. Saapumistiheyden vaikutus ei ole siis aivan yksikä-
sitteinen vaan sillä on kaksi toisilleen vastakkaista vaikutusta. Kysymys onkin, kumpiko
vaikutuksista on hallitsevampi?
Korollaari 3.17. Tarkastellaan kaksia markkinoita, nopeita N ja hitaita H, jotka eroavat
osanottajien saapumistiheyksiltään siten, että λN > λH .
1. Tasapainospreadeille pätee:
(a) nk(λN) ≤ nk(λH), kun k ≤ qH ja
(b) nk(λN) ≤ nqH (λH), kun qH ≤ k ≤ qN .
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2. Hitaat markkinat ovat nopeita kimmoisempia.
Todistus. Korollaari 3.14 mukaan osanottajien saapumistiheyden λ kasvaessa myös q kas-
vaa joten qH ≤ qN .
Propositio 3.12 mukaan
n1(λ) = d δp
λ∆
e
joten n1(λN) ≤ n1(λH). Lisäksi propositio 3.12 kertoo, että
nk+1 = n1 +
k+1∑
h=2
Ψh = nk + Ψk+1 = nk + d2ρk δp
λ∆
e, kun k ≤ qH − 1.
Joten mikäli k ≤ qH − 1 ja nk(λN) ≤ nk(λH) niin nk+1(λN) ≤ nk+1(λH).
Tarkastellaan sitten spreadeja nk kun qH ≤ k ≤ qN . Sekä hitailla että nopeilla mark-
kinoilla suurimman spreadin täytyy olla K joten nqH (λH) = nqN (λN) = K. Tästä johtuen
kun qH ≤ k ≤ qN niin nk(λN) ≤ nqH = K.
Korollaari 3.14 mukaan markkinoiden kimmoisuus vähenee osanottajien saapumisti-
heyden λ kasvaessa joten on selvää, että hitaat markkinat ovat nopeita kimmoisempia.
3.3.5 Käyttäytyminen pitkillä aikaväleillä
Tilauskannan spread siirtyy tasapainospreadista seuraavaksi pienempään, mikäli seuraava
markkinoille saapuva osanottaja on tyyppiä P ja seuraavaksi suurempaan mikäli seuraava
tulija on tyyppiä I. Siirtyminen tasapainospreadista toiseen ei siis riipu aiemmista siir-
tymistä vaan ainoastaan todennäköisyyksistä θI ja θP . Lisäksi voimme huomata, että jos
markkinat ovat tilassa, jossa spread on n1, jokainen osanottaja asettaa markkinatoimek-
siannon ja näin ollen seuraava spread siirtyy varmuudella n2:seen. Jos taas tilauskannan
spread on K, I tyypin osanottajan saapuminen pitää spreadin ennallaan kun taas tyypin
P osanottaja asettaa nq−1-rajatoimeksiannon. Markkinoiden tasapainospreadit muodos-
tavat täten äärellisen Markovin ketjun siirtymämatriisinaan W .
W =

0 1 0 · · · 0 0
θP 0 θI · · · 0 0
0 θP 0 · · · 0 0
...
...
... . . .
...
...
0 0 0 · · · 0 θI
0 0 0 · · · θP θI

Lemma 3.18. Tasapainospreadien muodostama Markovin ketju on
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1. pelkistymätön
2. positiivisesti palautuva
3. aperiodinen.
Todistus. Jaamme todistuksen kolmeen osaan:
1. Pelkistymättömyys : Olkoon ni ja nj, 1 ≤ i < j ≤ q, ketjun kaksi eri spreadia eli
tilaa. Spreadista ni on mahdollista päästä seuraavaksi suurempaan spreadiin, mikäli
tyyppiä I oleva osanottaja saapuu markkinoille eli todennäköisyydellä θI > 0. Sa-
moin mahdollista päästä myös kaikkiin muihin suurempiin spreadeihin nk todennä-
köisyydellä θk−iI . Erityisesti spreadista ni päästään spreadiin nj todennäköisyydellä
θj−iI > 0. Vastaavasti spreadista nj päästään ni:hin todennäköisyydellä θ
j−i
P > 0.
2. Positiivisesti palautuva: Lemman 2.8 nojalla pelkistymättömyydestä ja tilajoukon
äärellisyydestä seuraa, että jokainen tila on positiivisesti palautuva.
3. Aperiodisuus : Oletetaan, että ketju W on tilassa nq. Todennäköisyydellä θI ketju
pysyy tilassa nq eli pqq = θI > 0. Todennäköisyydellä θnI ketju pysyy tilassa nq n:n
siirtymisen jälkeen, kaikilla n ≥ 1. Täten tila q on aperiodinen. Lisäksi pelkistymät-
tömyydestä seuraa, lemman 2.6 nojalla, että koko ketju on aperiodinen.
Lemma 3.19. Tasapainospreadien muodostamalle ketjulle on olemassa yksikäsitteinen
tasapainojakauma u siten, että:
u1 =
θq−1P
θq−1P +
∑q
i=2 θ
q−i
P θ
i−2
I
uh =
θq−hP θ
h−2
I
θq−1P +
∑q
i=2 θ
q−i
P θ
i−2
I
, kun h ∈ {2, . . . , q}.
Todistus. Lemman 3.18 mukaan tasapainospreadien muodostama ketju on pelkistymätön,
positiivisesti palautuva sekä aperiodinen. Lauseen 2.12 mukaan tämä merkitsee sitä, et-
tä ketjulla on olemassa yksikäsitteinen tasapainojakauma. Olkoon u = (u1, . . . , uq) W :n
tilajakaumavektori. Ratkaisemalla yhtälöt
uW = u,
q∑
k=1
uk = 1,
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saamme tasapainojakauman selville. Tämä edellyttää q + 1:n yhtälön ratkaisemista ja
yksinkertaisena esimerkkinä laskemme tilanteen kun q = 3. Tässä tapauksessa
W =
 0 1 0θP 0 θI
0 θP θI
 , u = (u1u2u3)
ja ratkaistavana yhtälöt
(u2θP , u1 + u3θP , u2θI + u3θI) = uW = u,
3∑
k=1
uk = 1.
Yhtälöistä uW = u ja
∑3
k=1 uk = 1 saamme siis yhtälöryhmän:
u2θP = u1
u1 + u3θP = u2
u2θI + u3θI = u3
u1 + u2 + u3 = 1.
Ensimmäisestä ja neljännestä yhtälöstä saamme
u2θP + u2 + u3 = 1→ u3 = 1− (1 + θP )u2.
Siirrymme sitten toiseen yhtälöön:
u2θP + θP − θP (1 + θP )u2 = u2 → (θ2P + 1)u2 = θP → u2 =
θP
θ2P + 1
.
Tarkastelemme seuraavaksi kolmatta yhtälöä:
θIθP
1 + θ2P
= (1− θI)u3 = θPu3 → u3 = θI
θ2P + 1
.
Kun käytämme vielä kerran ensimmäistä yhtälöä, niin saamme tilajakauman u:
u1 = u2θP =
θ2P
θ2P + 1
u2 =
θP
θ2P + 1
u3 =
θI
θ2P + 1
.
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Vastaavasti yleisessä tapauksessa saamme:
u1 =
θq−1P
θq−1P +
∑q
i=2 θ
q−i
P θ
i−2
I
uh =
θq−hP θ
h−2
I
θq−1P +
∑q
i=2 θ
q−i
P θ
i−2
I
, kun h = 2, . . . , q.
Propositio 3.20. Markkinoilla joilla ρ < 1, spreadien tilajakaumalle pätee uh > uh′
kaikilla 1 ≤ h′ < h ≤ q. Heikosti kimmoisilla markkinoilla tilajakauma on siis painottunut
suurille spreadeille.
Tilanne on päinvastainen mikäli ρ > 1, sillä tällöin uh ≤ uh′ kaikilla 2 ≤ h′ < h ≤ q.
Kimmoisilla markkinoilla spredien tilajakauma onkin siis painottunut pienille spreadeille.
Todistus. Kun h, h′ ∈ {2, . . . , q} ja h > h′, lemman 3.19 avulla näemme, että
uh
uh′
= θh
′−h
P θ
h−h′
I =
θh
′−h
P
θh
′−h
I
= ρh
′−h
ja
uh
u1
=
1
ρh−1θI
.
Koska h′ − h < 0 niin tilanteessa jossa ρ < 1
uh
uh′
= ρh
′−h > 1
uh
u1
=
1
ρh−1θI
>
1
θI
> 1
joten uh > uh′ kaikilla 1 ≤ h′ < h ≤ q.
Kun taas ρ > 1
uh
uh′
= ρh
′−h < 1
joten uh < uh′ kaikilla 2 ≤ h′ < h ≤ q.
Kun ρ > 1 ja h′ = 1
uh
u1
=
1
ρh−1θI
<
1
θI
joten yhtälö uh < u1 ei välttämättä enää päde tilanteessa jossa ρ > 1.
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3.4 Esimerkkejä
Tarkastellaan lopuksi saatuja tuloksia esimerkkien valossa. Tutkielman liitteestä 4.0.2 löy-
tyy Matlab/Octave ohjelmalistaus jonka avulla on mahdollista mallintaa markkinoita ha-
lutun pituisella ajanjaksolla. Tulevissa esimerkeissä tulemme tarkastelemaan markkinoita
tämän ohjelman avulla 500 ensimmäisen ajanjakson aikana.
Olkoon markkinoiden hintarajoina A = 125 ja B = 110, joten suurin mahdollinen
spread K = 135 − 110 = 15. Hinnanmuutosväli ∆ = 0, 025AC ja hintarajat ovat tämän
avulla ilmaistuna A∆ = 3, 125AC, B∆ = 2, 750AC sekä K∆ = 0, 375AC. Tarkastelemme he-
terogeenistä tapausta jossa saapumistiheysparametri λ = 1 ja tyyppiä P olevien osanot-
tajien osuus θP = 0, 480 joten ρ = 0, 873. P tyypin osanottajien odotushinta δP = 0, 020
ja I tyypin osanottajien δI = 0, 110. Tästä seuraa, että tyyppiä P olevien osanottajien
varausspread j∗P = 1 ja I tyypin j∗I = 5. Oletamme kuten aikaisemmin, että katkaisuraja
sc = K joten I tyypin osanottajat asettavat aina markkinatoimeksiannon ja tästä syystä
heidän varausspreadillaan ei ole käytännön merkitystä.
Propositio 3.12:n avulla saamme selville tasapainospreadit {1, 3, 5, 7, 9, 11, 12, 13, 14, 15}
joten q = 10. Propositio 3.9 antaa meille rajatoimeksiantojen keskimääräiset odotusajat
jotka on koottu seuraavaan kuvaajaan.
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Seuraava kuvaaja esittää markkinoiden tilauskannan parhaimpien osto- ja myyntihin-
tojen muutosta 500 ensimmäisen ajanjakson aikana. Ostohinnat ovat piirtyneet punaisella
ja myyntihinnat vastaavasti sinisellä. Näiden käyrien väliin jäävä tila kuvaa siis spreadin
kehitystä.
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Kuten kuvaajasta voidaan nähdä, tilauskannan spread pysyttelee suurena valtaosan
ajasta. Toisinaan useampi perättäinen P tyypin osanottaja saa spreadin supistumaan koh-
ti kilpailukykyistä spreadia mutta tällainen vaikuttaisi olevan harvinaista. Toisin sanoen
markkinat eivät näyttäisi olevan kovin kimmoisia. Seuraavaksi muutamme P tyypin osa-
nottajien osuutta θP = 0.52 joten ρ = 1, 083. Muutos ei ole kovin suuri mutta he ovat nyt
enemmistönä osanottajien joukossa ja tällä on huomattava vaikutus markkinoiden dyna-
miikkaan. Ensiksikin tasapainospreadien määrä pienenee (q = 7) ja itse tasapainospreadit
ovat {1, 3, 5, 8, 11, 14, 15}. Tyyppiä I olevat osanottajat ovat nyt vähemmistönä ja tämä
nostaa hieman toimeksiantojen keskimääräisiä odotusaikoja.
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Kilpailu rajatoimeksiantojen asettajien keskuudessa on nyt koventunut joten osanot-
tajien rajahinnat ovat aggressiivisempia verrattuna aikaisempaan ja tilauskannan spread
supistuukin huomattavasti nopeammin. Markkinoiden kimmoisuus on siis kasvanut. Ti-
lauskannan spread näyttää muutenkin pysyttelevän pienempänä mikä onkin yhtenevää
propositio 3.20:n kanssa. Katsotaan vielä saapumistiheyden vaikutusta. Kuten esimerkin
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alussa, tyyppiä P olevien osanottajien osuus θP = 0, 480. Osanottajat saapumistiheys sitä
vastoin on kasvanut siten, että nyt λ = 5. Tässä tapauksessa q = 15 ja tasapainosprea-
dien joukkoon mahtuu spreadien koko skaala kilpailukykyisestäspreadista j∗P aina K:hon
saakka. Saapumistiheydellä on suora vaikutus toimeksiantojen keskimääräisiin odotusai-
koihin. Itse asiassa propositio 3.9 kertoo meille, että keskimääräiset odotusajat ovat nyt
viisi kertaa pienempiä.
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Kappaleessa 3.3.4 selvitimme saapumistiheyden vaikutusta markkinoiden dynamiik-
kaan ja todistimme, että nopeus supistaa spreadien kokoa mutta toisaalta vähentää mark-
kinoiden kimmoisuutta. Nämä kaksi vaikutusta ovat toisilleen vastakkaisia ja kysyimme-
kin, kumpiko näistä on hallitsevampi? Ainakin tässä tapauksessa spreadien supistuminen
näyttäisi olevan kimmoisuuden vähenemistä voimakkaampaa ja itse asiassa tilauskannan
spreadien painottuminen pienemmille arvoille saa markkinat näyttämään entistä kimmoi-
semmilta.
3.5 Loppusanat
Olemme huomanneet, että mallissamme markkinoiden kehitys riippuu pitkälti kolmesta
seikasta: Osanottajatyyppien osuuksista, saapumistiheydestä sekä P tyypin osanottajien
odotushinnasta. Kärsimättömien tyyppiä I olevien osanottajien odotushinta sitä vastoin
ei ole kovinkaan merkittävässä roolissa ja he toimivatkin kuten osanottajat markkinata-
kaajien ympärille rakentuneilla markkinoilla. Kärsivälliset P tyypin osanottajat taas aset-
tuvat melkein markkinatakaajien roolin, erona kuitenkin se, että kilpailukykyisen spreadin
kohdatessaan he asettavat markkinatoimeksiannon.
Mallimme on kuitenkin valitettavasti osin varsin rajoittunut ja tarkastelun ulkopuo-
lelle on jäänyt monia mielenkiintoisia kysymyksiä. Ensinnäkin miten hinnanmuutosväli
vaikuttaa markkinoihin? Foucault, Kadan ja Kandel käsittelevät tätä kysymystä artikke-
lissaan [2] tilanteessa jossa hinnanmuutosväli on nolla. Voisimme myös pohtia tapausta,
jossa hintarajat A ja B muuttuisivat ajan myötä, jolloin pääsisimme ehkä lähemmäksi
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reaalimaailman markkinoita. Aiheellista on myös kysyä, rajoitammeko osanottajia liikaa?
Mallimmehan tarjoaa heille ainoastaan kaksi vaihtoehtoa, asettaa joko markkina- tai raja-
toimeksianto. Voisimme esimerkiksi antaa osanottajille mahdollisuuden muuttaa tai perua
jo asettamiaan toimeksiantoja. Tätä kysymystä käsittelee tarkemmin Ioanid Rosu artik-
kelissaan [9], jonka markkinamalli on hyvin lähellä tässä tutkielmassa tarkasteltua mallia.
Lisäksi pohtimisen arvoista olisi esimerkiksi miten saisimme tilauskannan syvyyden mu-
kaan tarkasteluumme.
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Luku 4
Liitteet
4.0.1 Sanastoa
Joillekin termeistä on olemassa vakiintunut käännös ja näitä olenkin pyrkinyt käyttämään.
Valitettavasti kaikkien termien kohdalla asia ei ole kuitenkaan näin jolloin olen joutunut
etsimään jonkin vastaavan tai lähes samaa tarkoittavan termin. Jossain tapauksissa taas
suoraan kääntäminen ei ole tuntunut luonnolliselta, esimerkiksi trader, ja olenkin kään-
tänyt joitain termejä hieman soveltaen. Termi spread on yleistynyt myös suomalaisessa
talouskielessä joten olen jättänyt tämän termin kääntämättä. Käännöstyön apuna olen
käyttänyt muun muassa seuraavia talousaiheisia sanastoja ja sanakirjoja:
• Mika Vaihekosken rahoitusalan sanasto
http://users.utu.fi/moovai/mv_sanasto.html
• Sanastokeskus TSK:n pankki- ja rahoitussanasto
http://www.tsk.fi/tsk/pankkisanasto/
• Taloussanomien taloussanakirja
http://www.taloussanomat.fi/porssi/sanakirja/
Hinnanmuutosväli Tick size Tarjous Quote
Tilauskanta Limit order book
Markkinatakaaja Market maker Toimeksianto Order
Markkinoiden osanottaja Trader Markkinatoimeksianto Market order
Rajatoimeksianto Limit order
Odotushinta Waiting cost
Varausspread Reservation spread
Paras myyntihinta Ask price Vähimmäiskauppaerä Lot size
Paras ostohinta Bid price
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4.0.2 Ohjelmallista mallintamista
Seuraava ohjelma mallintaa markkinoita heterogeenisessä tapauksessa pohjautuen luvus-
sa 3 saatuihin tuloksiin. Ohjelma yhteensopiva Matlabin kanssa vaikka se alun perin kir-
joitettu Octavelle (versio 3.6.4) jota käyttäen ohjelma ajetaan käskyllä Octave malli.m
B A Delta T lambda deltaP deltaI thetaP siten, että ohjelman nimen jälkeen tulee
markkinoiden hintarajat B ja A, hinnanmuutosväli ∆, mallinnuksen pituus ajanhetki-
nä kohtaan T, saapumistiheysparametri λ, kummankin tyypin osanottajien odotushin-
nat δP ja δI , vaikkakin I tyypin osanottajien odotushinnalla ei sinänsä ole merkitystä
koska oletimme heidän asettavan aina markkinatoimeksiannon, sekä lopuksi tyyppiä P
olevien osanottajien osuus θP . Esimerkiksi kappaleen 3.4 ensimmäisen tapauksen mallin-
nus tapahtuu komennolla Octave malli.m 110 125 0.025 500 1 0.020 0.110 0.480.
Ohjelman käyttämät funktiot on kirjoitettu erillisiksi aliohjelmiksi jotka löytyvät esitte-
lyineen ja listauksineen itse pääohjelman jälkeen.
%ma l l i .m
%Käyttö : Octave ma l l i .m B A Del ta T lambda de l taP d e l t a I thetaP
clear a l l ;
%Asetetaan argumentteina annetut arvo t muut tu j i in .
t ry
B=str2num( argv ( ) {1}) ;
A=str2num( argv ( ) {2}) ;
Delta=str2num( argv ( ) {3}) ;
Tmax=str2num( argv ( ) {4}) ;
lambda=str2num( argv ( ) {5}) ;
deltaP=str2num( argv ( ) {6}) ;
d e l t a I=str2num( argv ( ) {7}) ;
thetaP=str2num( argv ( ) {8}) ;
catch
error ( ’Anna argumentit : B A Delta T lambda deltaP d e l t a I thetaP ’ )
end
%Asetetaan muiden muuttu j ien arvo t .
K=A−B;
a=A;
b=B;
the ta I=1−thetaP ;
rho=thetaP/ the ta I ;
l v =0;
ostmyy=1;
%Lasketaan varausspread k i l p a i l u k y k y i n e n spread .
jp=ce i l ( deltaP /( Delta ∗ lambda ) ) ;
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%Sekä t a s apa ino sp r ead i t ja odo tu sa j a t .
q=1;
while ( spread (q , jp , rho , deltaP , lambda , Delta )<K)
sp r e ad i t ( q )=spread (q , jp , rho , deltaP , lambda , Delta ) ;
a j a t ( q )=aika (q , lambda , rho ) ;
q=q+1;
end
s p r e ad i t
%Odotusaikojen kuvaaja .
disp ( ’Odota . . . ’ )
c l f
sta irs ( spread i t , a jat , ’ Linewidth ’ , 1 . 5 ) ;
axis ( [ s p r e ad i t (1 ) , s p r e ad i t (q−1) ] )
xlabel ( ’ j−r a j a to imeks i an to ’ )
ylabel ( ’ Odotet tav i s sa o l eva odotusa ika T^∗( j ) ’ )
box o f f ;
t i t l e ( [ ’ \Delta=’ ,num2str( Delta , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ lambda=’ ,num2str( lambda , ’%d ’ ) , . . .
’ , \ delta_{\ f o n t s i z e {10}P}= ’ ,num2str( deltaP , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ delta_{\ f o n t s i z e {10} I}= ’ ,num2str( de l t a I , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ theta_{\ f o n t s i z e {10}P}= ’ ,num2str( thetaP , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ theta_{\ f o n t s i z e {10} I}= ’ ,num2str( thetaI , ’%2.3 f ’ ) ] )
set (gca , ’ TickDir ’ , ’ out ’ , ’ Xtick ’ , s p r e ad i t )
print −dpdf odotusa ja t . pdf
disp ( ’ Paina Enter j a t k a a k s e s i ’ )
pause ( )
s p r e ad i t ( q )=K;
%Onko ensimmäinen t u l i j a myymässä va i ostamassa?
i f (rand <= 0 . 5 )
ostmyy=1;
else
ostmyy=−1;
end
%Tul i jan t yypp i (P=0, I=1) sekä l a s k e t aan uus i spread .
i f (rand<=thetaP )
%Tyypin P osano t t a j a
tyyppi=0;
i f ( a−b>jp )
lv =1;
j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
else
l v=−1;
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j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
end
else
%Tyypin I o sano t t a j a a s e t t aa aina markkinatoimeksiannon .
tyyppi=1;
l v=−1;
j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
end
%Merkataan muuttuneet markkinahinnat a ja b .
i f ( ostmyy==−1)
i f ( l v==−1)
a=b+j ;
else
b=a−j ;
end
else
i f ( l v==−1)
b=a−j ;
else
a=b+j ;
end
end
i f ( a>A)
a=A;
end
i f (b<B)
b=B;
end
%Kirjataan t i e d o t p e r i o d i t −ma t r i i s i i n .
p e r i o d i t ( 1 , 1 )=exprnd (1/ lambda ) ;
p e r i o d i t ( 1 , 2 )=ostmyy ;
p e r i o d i t ( 1 , 3 )=tyyppi ;
p e r i o d i t ( 1 , 4 )=j ;
p e r i o d i t ( 1 , 5 )=a ;
p e r i o d i t ( 1 , 6 )=b ;
i =1;
%Tehdään sama u u s i l l e o s a n o t t a j i l l e kunnes pää t t ym i sh e t k i k o i t t a a .
do
i=i +1;
ostmyy=−ostmyy ;
i f (rand<=thetaP )
tyyppi=0;
i f ( a−b>jp )
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l v =1;
j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
else
l v=−1;
j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
end
else
tyyppi=1;
l v=−1;
j=to imeks ianto (a , b , sp read i t , l v ) ;
end
i f ( ostmyy==−1)
i f ( l v==−1)
a=b+j ;
else
b=a−j ;
end
else
i f ( l v==−1)
b=a−j ;
else
a=b+j ;
end
end
i f ( a>A)
a=A;
end
i f (b<B)
b=B;
end
p e r i o d i t ( i , 1 )=p e r i o d i t ( i −1 ,1)+exprnd (1/ lambda ) ;
p e r i o d i t ( i , 2 )=ostmyy ;
p e r i o d i t ( i , 3 )=tyyppi ;
p e r i o d i t ( i , 4 )=j ;
p e r i o d i t ( i , 5 )=a ;
p e r i o d i t ( i , 6 )=b ;
until ( p e r i o d i t ( i , 1 )>=Tmax)
%Tilauskannan kuvaaja .
disp ( ’Odota . . . ’ )
c l f
sta irs ( p e r i o d i t ( : , 1 ) , p e r i o d i t ( : , 5 ) , ’b ’ )
hold on
49
sta irs ( p e r i o d i t ( : , 1 ) , p e r i o d i t ( : , 6 ) , ’ r ’ )
hold o f f
axis ( [ 0 ,Tmax, B, A] )
xlabel ( ’ Aika ’ )
ylabel ( ’ Hinta ’ )
t i t l e ( [ ’ \Delta=’ ,num2str( Delta , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ lambda=’ ,num2str( lambda , ’%d ’ ) , . . .
’ , \ delta_{\ f o n t s i z e {10}P}= ’ ,num2str( deltaP , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ delta_{\ f o n t s i z e {10} I}= ’ ,num2str( de l t a I , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ theta_{\ f o n t s i z e {10}P}= ’ ,num2str( thetaP , ’%2.3 f ’ ) , . . .
’ , \ theta_{\ f o n t s i z e {10} I}= ’ ,num2str( thetaI , ’%2.3 f ’ ) ] )
set (gca , ’ TickDir ’ , ’ out ’ )
print −dpdf t i l au skan t a . pdf
disp ( ’ Paina Enter j a t k a a k s e s i ’ )
pause ( )
Seuraava funktio laskee rajatoimeksiannon keskimääräisen odotusajan heterogeenises-
sä tasapainotilassa käyttäen propositiota 3.9. Funktion parametreista t kertoo, monesko
tasapainospread on kyseessä, l saapumistiheysparametrin λ ja r ilmaisee ρ:n.
%aika .m
function T = aika ( t , l , r ) ;
i f ( t==1)
T=1/ l ;
else
s=@(x ) r .^x ;
T=(1/ l ) ∗(1+2∗sum( s ( [ 1 : t−1]) ) ) ;
end
end ;
Toimeksiantofunktio laskee muuttuneen tilauskannan spreadin toimeksiannon asetta-
misen jälkeen. Apuna tähän käytetään tasapainospreadit sisältävää vektoria spr. Para-
metri aa ilmaisee parhaan myyntihinnan a, bb parhaan ostohinnan b ja näiden erotus tks
sen hetkinen tilauskannan spreadin. Parametri lisvah kertoo, ollaanko supistamassa vai
laajentamassa spreadia eli toisin sanoen ollaanko tilauskantaan lisäämässä toimeksiantoa
vai poistetaanko jo olemassa oleva toimeksianto markkinatoimeksiannolla.
%to imeks ian to .m
function J=to imeks ianto ( aa , bb , spr , l i s v ah ) ;
tks=aa−bb ;
for i =2: length ( spr )
i f ( tks <= spr ( i ) )
i f ( l i s v ah == 1)
J=spr ( i −1) ;
e l s e i f ( tks < spr ( length ( spr ) ) && i<length ( spr ) )
J=spr ( i +1) ;
else
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J=spr ( length ( spr ) ) ;
end
return ;
end
end
end ;
Seuraava funktio laskee tasapaino spreadin muutoksen kaavan (3.10) avulla. Parametri
h ilmaisee, monesko tasapaino spread on kyseessä, r ρ:n, d P tyypin osanottajien odotus-
hinnan δP , l λ:n ja D hinnanmuutosvälin ∆.
%ps i .m
function P=ps i (h , r , d , l ,D) ;
P=ce i l (2∗ ( r .^ (h−1) ) ∗(d/( l ∗D) ) ) ;
end ;
Edellistä funktiota ja propositio 3.12 apuna käyttäen seuraava funktio laskee h:nen ta-
sapainospreadin kun parametreina ilmastaan h:n ja edellisen funktion parametrien lisäksi
myös kilpailukykyinen spread j∗P .
%spread .m
function n=spread (h , jp , r , d , l ,D) ;
i =2;
temp=jp ;
while ( i<=h)
temp=temp+ps i ( i , r , d , l ,D) ;
i=i +1;
end
n=temp ;
end ;
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